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SeSoras  y  Seííokes: 

En  los  tieinpos  de  lucha  en  que  estamos,  en  que  lodo  el 
mundo  se  prepaia  a  resistir  Ia  futura  competência  económica, 
los  temas  puramente  especulativos  lienen  que  ser  relegados  a 
segundo  término  y  han  de  dejar  paso  a  los  temas  de  interés 
práctico  inmediato, 

Nuesti-a  obligación  de  patriotas,  en  este  momento  mas  que 
nunca,  estriba  en  poner  en  valor  nuestros  recursos  nalurales, 
como  médio  de  robustecer  la  economia  nacional.  En  esta  tarea 
corresponde  al  naturalista  hacer  el  inventario  de  dicbas  rique- 
zas, que  luego  el  técnico,  el  ingeniero,   pondrá  en  pioducción. 

Por  estas  razones,  al  ser  invitado  por  el  Ateneo  para  ocupar 
una  vez  mas  esta  tribuna,  he  escogido  como  tema  de  mi  confe- 
rencia la  Caracleristica  mineralógica  de  Es^pana.  De  esta  manera 
quiero  contribuir,  en  la  mode;stia  de  mis  posibilidades,  a  la  mas 
urgente  labor  que  el  momento  actual  nos  impone. 

El  lema  es  vasto;  como  que  en  él  caben  toda  la  Mineralogia 
V  toda  la  ^linería  espanolas.  Pêro  bastará  boy  a  mi  propósito  el 
tratarle  de  una  manera  elemental  y  sintética,  ya  que  una  diser- 
tación  de  la  índole  de  la  presente  no  puede  ser  sino  el  médio 
de  llamar  la  atención  sobre  un  problema  delerniinado.  El  es- 
túdio dei  mismo,  en  nuestro  caso,  ha  de  ser  motivo  de  publi- 
caciones  exterisas. 

Al  tratar  de  conocer  las  espécies  inorgânicas  que  en  nueslrç) 
suelo  se  encuenlran,    intercsa  desde  luego,    para    evitar  confu- 


sioncs,  (listiiifíiiir  cl  loiueplo  ])uraniantc  cieiíiífico  de  mineral, 
dei  concc|)lo  ulililario  de  viena :  disting^uir  la  Mineralogia  de  la 
Minería. 

IVlineral  es  lodo  cl  ciirpo  inorgânico  natural  de  fórniula  quí- 
mica mas  o  menos  definida  y  de  estructura  cristalina  delermi- 
nada,  El  conceplo  de  mincial  es  independienle  de  la  complcjidad 
química,  de  la  maneia  de  encontrarse  eu  la  naturaleza,  de  su 
abundância  y  diíusión,  de  sus  posibles  aplicaciones.  El  mineral 
por  si  solo  o  asociado  a  otros  mincrales  puede  constituir  rocas, 
para  lo  cual  basta  que  se  encuenire  en  masas  suficieniemenle 
grandes  para  ser  tomadas  cn  cuenta  en  la  constitución  general 
de  la  corleza  terrestre. 

La  mena  es  el  mineral  (y  a  veces  la  roca)  que  puede  ser  uti- 
lizado por  el  liombre  para  satisfacer  algunas  necesidades,  bien 
en  su  estado  nativo,  bien  transformado  por  la  industria.  Es  por 
tanto  el  concepto  de  mena  una  cosa  accidental  y  aun  transitória 
en  algun  caso.  La  arcilla  por  ejemplo,  roca  actualmente,  seria 
una  mena  inleresante  el  dia  en  que  se  descubriera  un  procedi- 
miento  económico  de  extiaerle  el  aluminio.  Maleriales  pobres 
arrojados  a  las  escombreras  de  las  minas  han  podido  ser  menas 
uiilisimas  cuando  los  procedimientos  metalúrgicos  se  han  per- 
feccionado  o  cuando  se  han  descubierto  en  ellos  cuerpos  antes 
insospechados. 

Aunque  mi  terreno  propio  es  el  dei  mineralogisla,  no  len(b"é 
mas  remédio  en  este  momento  que  invadir  algo  el  campo  de 
la  Mineria.  Tanto  porque  como  ya  he  dicho  ai  principio,  el  mo- 
mento no  es  el  mas  apropiado  para  lucubraciones  puramente 
científicas,  como  por(|ue  los  dominios  de  la  Mineralogia  y  la 
Mineria  no  se  liallan  tan  pcrfectamenle  limitados  que  se  pueda 
recorrer  el  uno  sin  liacer  frecuentes  incursiones  en  el  otro.  Pro- 
curaré  sin  embargo  separar  lo  puramente  mineralógico  de  lo 
minero  y  cmpezaré  por  aquello,  como  mas  general  que  lo  se- 
gundo. 


* 
* 


Desde  los  mas  remotos  tiempos  viene  afirmándose  que  nuestro 
pais  posée  una  ritpieza  extraordinaiia  en  minerales.  En  realidad, 
liasla  fechas  muy  recientes,  semejante  afirmación  se  bacia  sin 
fundamento  serio,  ])ues  si  bien  se  sabia  bastante  de  nuestros 
minerales,  la  riqueza  mineralógica  espanola  estaba  sin  catalogar. 
Este  vacío  de  nuestra  literatura  científica  ha  venido  a  llenar 
ouHiplidamentc  la  obra  Lox  mineralea  de  Ei^paha  (Madrid,   1910) 


dei  malogrado  profesor  Don  Salvador  Calderón.  Es  un  libro 
excelente,  que  denota  cn  su  autor  una  cultura  y  un  espírilu 
crítico  extraordinários.  Con  su  publicación  ha  prestado  Ia  «Junta 
para  Ampliación  de  Estúdios»  uno  de  tantos  útiles  servicios  como 
la  debe  la  cultura  pátria. 

Hoy  podemos  afirmar  efectivamente,  que  la  Península  es  muv 
rica  en  espécies  minerales.  Se  aproximan  a  300  las  senaladas 
en  el  libro  de  Calderón,  y  aun(|ue  ai  lado  de  las  que  se  cono- 
cen,  que  se  acercan  ai  millar,  parece  pequeno  el  número,  tén- 
gase  en  cuenta  para  juzgarle  la  pequeíiez  de  nuestro  território 
en  relación  con  la  extensión  total  de  las  lierras  y  además  que 
dista  mucho  nuestro  país  de  estar  explorado  en  este  respecto. 
En  tales  condiciones,  300  espécies  representan  en  electo  una 
gran  riqueza  mineralógica. 

Esta  riqueza  afecta  principalmente  a  las  espécies  metálicas  y 
tambicn  en  gran  parte  a  las  salinas.  No  tanto  a  los  minerales 
pétreos  dei  gran  grupo  de  los  sili(;atos,  que  son  relativamente 
escasos.  Esta  escasez  dependerá  en  umcho  de  falta  de  explora- 
ciones  detenidas,  pêro  como  vamos  a  ver  es  liija  tambien  de  las 
condiciones  naturales  e  historia  geológica  dei  território. 

Las  venidas  metalíferas  en  nueslra  Península  se  inician  en  las 
mas  remotas  edades  geológicas,  en  el  arcaico,  y  continúan  pro- 
duciéndose  casi  sin  interrupción  hasta  la  época  alpina;  casi 
hasta  hoy  como  quien  dice.  Asi  se  explica  Ia  abundância  y  va- 
riedad  de  los  yacimientos  metalíferos  y  de  ahí  los  numerosos 
hallazgos  de  espécies  de  esta  naturaleza  (*). 


(')  Segun  Czyszkowski,  a  quien  se  debe  un  trabajo  de  conjunto  refe- 
rente a  esta  matéria,  las  mineralizaciones  metalíferas  espauolas  pueden  re- 
ferirse  a  três  épocas : 

I.  Época  antigixa,  desde  el  arcaico  hasta  el  carbonífero.  Su  reconstitu- 
ción  es  difícil  porque  la  denudación  ha  borrado  sus  huellas  casi  totalmente. 
A  ella  pueden  refi-rirse  los  estaiios  dei  noroeste,  los  oros  de  la  província  de 
Leon,  los  sulfuros  diversos  de  las  cordillei-as  antiguas,  etc.  Todos  estos  mi- 
nerales han  veuido  ai  exterior  con  las  erupciones  granulíticas,  con  los  gra- 
nitos y  con  las  diabasas  dei  paleozóico. 

II.  Época  hercinianii,  a  fines  de  la  era  paleozóica.  Es  el  período  mas 
importante.  Con  las  perturbaeioues  producidas  por  el  levantamieuto  de  las 
cadenas  hercínicas  pudieron  producirse  emisiones  de  pórfidos  y  de  rocas 
ofiticas  básicas,  acompauadas  de  sulfuros  metálicos.  A  esta  emisión  se  re- 
fieren  las  formaciones  carboníferas  de  Astúrias,  las  enormes  masas  piritosas 
de  Huelva  y  Portugal,  así  como  toda  la  serie  de  importantes  yacimientos 
que  jalonan  el  reborde  meridional  de  la  meseta  en  las  províncias  de  Ba- 
dajoz, Ciudad-Real,  Córdoba  y  Jaen,  principalmente.  Los  yacimientos  de 
la  región  de  Linares,  de  extraordinária  importaucia,  han  sido  conservadoi 


La  coniposiciún  litológica  y  la  eslructiira  de  la  Península  ex- 
plican  así  inisnio  la  abundância  y  variedad  de  niineralcs  solu 
bles,  heclio  reconocido  prinieramenle  por  Proust  ai  decir  que 
sin  duda  era  Espana  «la  región  dei  mundo  mas  fértil  eii  sales 
nativas».  El  centro  de  la  mesela  está  formado  por  três  cuencas 
cerradas,  que  en  la  época  terciária  estaban  ocupadas  por  lagos 
de  réf^imen  variable.  Al  evaporarse  estas  aguas  se  produjo  la 
scdimentación  química  consiguienle,  origcn  de  los  yesos,  sulfa- 
tos, doruros  y  nitratos  que  impregnan  el  suelo  en  la  cuenca 
dei  Ebro  y  en  las  de  Duero  y  lajo.  Adernas  estos  terrenos  ter- 
ciários lacustres  estan  encuadrados,  sobre  todo  a  levante,  por 
afloramientos  secundários,  entre  los  que  abunda  el  trias  rico  en 
sales.  Scguramenle  no  liay  país  en  el  nmndo  que  a  igualdad  de 
exlensi(')n  posea  sales  solubles  mas  variadas  ni  en  mas  extensos 
depósitos. 

Veamos  abora  las  condiciones  para  la  producción  variada  de 
silicatos.  Estos  son  resultado,  sobre  todo,  de  acciones  metamór- 
ficas y  neumatolíticas.  Las  zonas  metamórficas  son  poças  v  de 
poça  extensión,  habiendo  adernas  afectado  a  materiales  de  com- 
posición  nada  variada.  El  fenómeno  fumaroliano  ha  debido  ser 
poço  intenso,  porque  las  rocas  eruptivas  ácidas,  que  son  las  que 
a  él  se  prestan  especialmente,  no  abundan  en  la  Península;  las 
anteterciarias  son  principalmente  dioritas  y  diabasas,  y  las  mo- 
dernas basaltos  sobre  todo,  es  decir,  siempre  tipos  muy  bási- 
cos. El  geyserismo  que  tambien  favorece  la  génesis  de  com- 
puestos  silicatados,  apenas  ha  tenido  desarrollo  en  Espana, 
aunque  durante  algun  tiempo  se  creyò  lo  contrario. 

A  pesar  de  lo  que  llevamos  dicho,  hay  yacimientos  de  sili- 
catos de  cierta  importância,  pêro  que  estan  muv  poço  explo- 
rados, 'I'ales  son  por  ejemplo  las  zonas  metamórficas  antiguas 
de  Sicrra  Nevada,  Serrania  de  Honda,  Galicia,  Somosierra,  etc. ; 
los  airededores  de  El  Cardoso  en  esta  última  comarca  pueden 
considerarse  bajo  este  punlo  de  vista  como  el  Tirol  espanol. 
Tambien  en  ciertas  zonas  de  contacto  como  el  Tibidabo  y  el 
Monseny  se  encuentran  variados  silicatos.   Los  hay  por  último 


intactos  ai  hombre  merced  a  su  recubrimiento  por  materiales  mas  moder- 
nos, que  los  defendieron  de  Ia  erosión. 

III.  Época  alpina  o  terciária.  A  ella  pertencen  venidas  ferríferas  y  de 
otros  metales,  tan  importantes  como  las  de  Bilbao,  Picos  de  Europa,  Mar- 
eia, Almería,  Granada,  etc 

íVeáse:  S.  Czyszkowski.  I.es  venues  metallifhres  de  VEspagne.  Paris  , 
1897). 


cn  alguiias  regioiícs  vulcânicas  iiioclernas,  como   las  andesíticas 
de  Cartajj^ena  y  Cabo  de  Gata. 


# 
*        * 


Desceiuliendo  a  mayores  delalles  para  caracierizar  con  cierta 
precisi(')n  la  gea  cspanola,  debemos  enumerar  dos  grupos  de 
espécies  que  nos  darán  la  medida  de  su  orif^inalidad  y  riqueza^ 
las  espécies  propias,  es  decir,  las  que  bailadas  por  primera  vez 
en  nueslro  país  no  se  han  encontrado  basta  abora  fuera  de  él 
Y  las  espécies  notablemente  representadas,  bien  por  su  abun- 
dância, por  Ia  l)elleza  de  sus  ejenq>lares,  o  por  alguna  otra 
consideración.  Debo  pedir  perdon  a  mi  auditório  por  esta 
parte  de  mi  conlerencia,  que  necesariamenle  ba  de  resultar  so- 
brado monótona,  pêro  de  la  que  no  es  posible  prescindir  sin 
dejar  el  tema  incompletamente  expuesto. 

Comencemos  por  las  espécies  propias  y  dentro  de  ellas  por 
las  metálicas.  Deben  enumera rse  las  siguientes: 

La  Balleslerosita,  de  Scbultz,  que  es  una  pirita  estannifera 
bailada  primeramenie  en  Trabada,  cerca  de  Rivadeo  y  mas  tarde 
en  las  pizarras  cámbricas  de  Mondouedo. 

I,a  Quiroguita,  sulfoantimonito  de  piorno  cuadrático  que  yo 
he  descrito,  procedente  de  las  antiguas  minas  «San  And  rés», 
«Georgiana»,  «Paraiso»  y  otras,  de  vSierra  Almagrera  (*). 

I.a  Pliimhoeslimnina  de  Scbultz,  procedente  de  Vidal,  14  km. 
ai  SW.  de  Rivadeo,  es  una  galena  que  contiene  estano,  proba- 
blemenie  ai  estado  de  sulfuro. 

La  Johnstonila  de  Breitliau])t,  citada  en  el  Barranco  Jaroso 
de  Sierra  Almagiera,  es  un  produto  de  alteración  de  la  galena. 

Tambien  es  dei  Barranco  Jaroso  la  Steinnunniila  de  Breitbaupt, 
que  contiene  arsénico  y  antimonio,  ademas  dei  sulíuro  de  plomo. 

La  Freislebenita  es  uno  de  los  mas  bellos  niinerales  espanoles. 
Se    trata    de   un    sulfo-antimonito    de  plomo  y  plata  que  se  ba 


(')  Este  mineral  ha  sido  considerado  por  Schrauf  como  una  simple  va- 
riedad  de  galena  antiinonial,  despiies  de  un  ligero  examen  de  sus  cristales. 
Abngan  por  hacer  do  él  una  verdadera  espécie,  su  formula  química  bien 
definida  ( [SP/^J^s  [S^S^aJa)  y  el  caracter  tetragoual  de  sus  cristales,  com- 
probado  por  las  mcdidus  goniométricas,  por  Ias  formas  presentes,  por^  la 
desigualdad  de  los  cnicerosy  por  la  condiictividad  térmii^a  exterior.  (Veáse 
mi  nota:  Mínerales  de  Espaiia  existentes  en  el  Mitsco  de  Historia  Natural. 
Tercera  nota.  «Actas  de  la  Soe.  esp.  de  Historia  Natural»,  t.  xxiv,  1895). 


10 


usado  como  mena  de  este  último  metal  en  Hiendelaencina,  donde 
los  mineros  lo  llamaban  «plala  estriada»,  sin  que  haya  sido  se- 
nalado  despues  en  localidad  nini,'una  Sus  her.nosos  ciistales 
monoclínicos  de  color  gris  metálico,  acanalados  y  brillantes, 
mezclados  con  otros  de  siderita  parda  y  de  barilina  blanca, 
forman  cjemplares  de  nuiseo  muy  apreciados.  Actualmente  no 
se  encnentran  sino  de  tarde  en  tarde,  pêro  nuestro  Museo  Na- 
cional de  Ciências  Naturales,  la  Escuela  de  Minas  y  el  Instituto 
Geológico  los  conservan  de  gran  mériU).    Son  muy  apreciados. 

La  Gúejarila,  de  Giíejar  Sierra  y  Capileira  (Granada)  íué  des- 
crita primerainente  por  Cumenge.  Despues  ha  sido  identificada 
con  la  wolfsbergita  o  calcostibita.  Es  un  mineral  de  grau  belleza. 

La  Feiberita,  tungstato  de  hierro  mortoclíni-o,  fué  descrita 
primeramente  por  Breithaupt,  quien  la  descubrió  en  Sierra  Al- 
magrera.  Como  el  mineral  no  fué  bailado  fuera  de  Esparía  y 
como  por  olra  parte  los  tungstatos  de  hierro  y  de  manganeso 
se  encuentran  en  proporciones  tan  variables  en  las  wollramitas 
de  todo  el  mundo,  se  dió  como  mala  la  espécie,  suponiendo 
que  se  trataria  de  un  ejemplar  excepcionalmente  rico  en  bierro. 
Sin  embargo,  modernamente,  estudiando  las  wolframitas  de 
Espana,  el  inteligente  quimico  Dr.  Conrado  Granell  ba  podido 
rebabilitar  el  descubrimiento  de  Breithaupt.  Hay  en  efecto  ver- 
daderas  ferberitas,  es  decir  tungstatos  de  hierro,  en  Zamora, 
Saucelle  y  Berruecopardo  (Salamanca),  Garrovillas  y  Cansa- 
burros  (Cáceres),  Bibadavia  (Orense)  y  Torrelodones  (Madrid), 
Una  mueslra  de  las  analizadas  de  Zamora  no  contiene  absoluta- 
mente óxido  de  manganeso,  otras  contienen  unas  centésimas  por 
ciento  V  solo  las  de  Berruecopardo  y  Torrelodones  llegan  a 
%'lh  y  3'48*^/o  respectivamente;  las  de  Sierra  Almagrera  tenían 
un  3  7o. 

Tambien  debemos  mencionar  como  mineral  espanol  intere- 
sanle  la  Teruelila,  bailada  por  D.  Amalio  Maestre  en  los  alre- 
dedores  de  Teruel  (cerr(»  dei  Calvário)  y  descrita  por  él  como 
una  espécie  nueva.  Son  unos  romboedros  negros  muy  perfectos, 
con  la  base  y  facetas  de  otro  romboedro  mas  obtuso,  implan- 
tados en  los  yesos;  se  ba  encontrado  en  otras  localidades  espa- 
nolas  (Granada,  Valência).  Breiihauj)t  la  considero  como  una 
variedad  de  la  breunerita.  Quien  la  ha  dado  a  conocer  defini- 
tivamente ha  sido  el  professor  Quiroga,  determinándola  como 
variedad  ferrifcra  de  d(ílomita. 

Entre  los  minerales  salinos  mencionaremos  en  primer  lugar 
la  Calafalita  y  la  Almeriita,  descubierlos  por  el  colector  dei 
Museo  Nacional  de  (Ciências  Naturalcs  D.  .luan  Calafat.  La  pri- 
mera,    que    se   encuenira    abundante    en   Benahadux    y    Gador 
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(Almería),  es  un  sulfato  aluinínico  polásico  con  aluinina  libre  y 
pobre  en  a^ua,  que  acaso  lent^a  un  porvenir  esliinable  como 
niena  de  alumínio  v  en  la  preparaciím  de  abonos  polásicos.  El 
segundo  se  enouenlra  en  Adra  (Almeriai  y  es  sulfato  alumínico- 
-sódico,  tambien  con  alúmina  libre  y  pobre  en  agua. 

La  Jarosila,  bailada  por  Breilbaupt  en  el  Barranco  Jaroso,  es 
un  sulfato  férrico-potásico  de  fácies  romboédrica.  no  encontrado 
despues  mas  que  como  producto  accidental  en  la  zona  piritífera 
de  Huelva. 

La  Ciempozuelila  es  un  sulfato  sódico-cálcico  análogo  a  Ia 
glauberita,  peio  mas  rico  en  sódio,  encontrado  por  Areitio  en 
la  mina  «Consuelo»,  próxima  a  Ciempozuelos  aunque  en  tér- 
mino de  Cliinchon  (Madrid*.  Es  una  espécie  en  litigio. 

Ferber  describiú  en  1863  con  el  nombre  de  Cabreriía  un  ar- 
seniato  bidratado  de  niquel,  magnésio  y  cobalto  procedente  de 
Sierra  Cabrera  en  la  província  de  Almería.  Solo  poséen  ejeni- 
plares  de  este  mineral  los  Museos  de  Madrid  y  Londres  y  las 
universidades  de  Praga  y  Breslau, 

]\lineral  exclusivamente  espaúol  y  de  gran  belleza  es  Ia  Espar- 
7-aguina,  que  tambien  se  llamó  acrisolita  de  Espana».  Es  un 
apatito  de  color  \erde  espárrago  que  se  encontro  en  Jumilla, 
Vera,  Cuevas  de  Vera  y  oiras  localidades  de  las  províncias  de 
iMurcia  v  Almería.  Fué  ya  objeto  de  estúdios  cristalográficos  de 
Romé  Delisle  v  de  Werner,  pêro  el  primero  que  determino  su 
composición  fué  Proust.  .Modernamente  ban  becbo  estúdios  im- 
portantes sobre  él  Quiroga  y  Sclirauf. 

Silicatos  exclusivamente  espanoles  pueden  citarse  poços.  Entre 
ellos  está  la  Aerinila,  silicato  ferro-aluminoso  complejo,  citado 
primcramente  con  el  nombre  que  lleva,  pêro  sin  conocerse 
su  procedência,  sino  el  que  era  de  Espana.  Modernamente  la 
encontro  en  Caserras  (Huesca)  el  ingeniero  D.  Mariano  Vidal 
y  despues  ba  sido  reconocida  en  otros  vários  sitios  por  el 
mismo  Vidal,  por  Calderón,  por  Jimenez  de  Cisneros  y  por 
Font  Sagué.  Siempre  ba  sido  bailado  en  otítas  mas  o  menos 
alteradas. 

Por  último  V  para  concluir  con  esta  larga  enumeración,  di- 
remos que  entre  los  minerales  secundários  derivados  de  la  cor- 
dierita  bav  uno,  la  Iberita,  exclusivamente  espanol.  Procede  dei 
granito  de  Montalban  (Toledo)  y  los  primeros  cristales  cono- 
cidos  fueron  analizados  por  el  famoso  químico  Berzelius. 
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Son  miincrosísimas  las  espécies  niinerales  que  en  nuestro  pais 
se  enouentraii  representadas  por  ejeinplares  o  yaciíuienlos  nota- 
bles. 

Citemos  entre  los  elementos  y  en  primer  término,  los  azufres 
de  la  ya  agotada  mina  de  Conil  (Cadiz),  de  los  cuales  existen 
en  el  Museo  de  Madrid  ejemplares  que  por  el  tamano  y  per- 
fección  de  sus  cristales  no  tienen  igual  en  ningun  Museo  dei 
mundo.  Tambien  son  notables  los  azufres  que  en  Hiodeva  y 
Libros  (Teruel)  i-ellenan  pequenas  conchas  de  planorbis. 

En  Ilerrerías  (Almería)  se  han  encontrado  masas  de  plata  na- 
tiva de  algunos  quintales  de  peso,  en  que  el  metal  forma  una 
espécie  de  musgo  o  esponja  que  envuelve  entre  sus  huecos  frag- 
mentos de  arcilla  roja. 

Es  notable  en  los  yacimientos  de  Picos  de  Europa  la  abun- 
dância de  blendas  transparentes  de  aspecto  acaramelado,  que 
ban  recibido  mas  particularmente  el  nombre  de  Esfalerita. 
Adernas  de  la  belleza  de  los  ejemplares  tienen  la  particularidad 
de  presentar  metales  raros,  gálio,  indio,  germatiio,  el  primero 
de  los  cuales  fué  descubierto  en  una  de  estas  blendas  por  Lecoq 
de  Boisbaudran. 

Los  Cinabrios  de  Almaden  no  tienen  rival  en  perfección  y 
riqueza  de  caras  de  sus  cristales.  Y  aunque  hoy  ya  no  salen 
ejemplares  tan  pei'fectos  como  hace  algunos  anos,  todavia  se 
encuentran  cristales  de  gran  belleza. 

De  una  localidad  próxima  a  Almaden,  de  El  florcajo,  pro- 
ceden  unas  piromoi filas  veides  en  grandes  cristales  prismáticos 
o  aciculares,  que  son  muy  apreciadas  en  las  colecciones 

Deben  citai'se  tambien  como  interesanies  las  Hidrocincitas  de 
Reocin,  Udías,  Comillas  y  otras  localidades  de  Santander,  de 
color  bianco  mate,  concrecionadas,  estalactíticas,  pisoliticas,  ele. 
y  con  los  mas  bellos  aspectos. 

Los  yacimientos  de  Ambligonita  de  Cáceres  son  (|uizá  los  mas 
importantes  de  esta  mena,  tan  apieciada  para  la  preparación 
de  los  compuestos  de  litina. 

En  las  sales  en  general  hay  mucho  notable  en  nuesti'o  país, 
una  de  cuyas  mas  interesantes  paiticularidades  son  los  yaci- 
mientos de  Sal  gema.  El  de  Cardona  (Barcelona)  consiste  en 
una  monlana  de  cerca  de  200  m.  de  alta  por  4  km.  de  perí- 
metro, toda  ella  formada  por  una  masa  única  de  sal. 

Las  estepas  de  la  Península  estan  iuq)regnadas,   entre   otras 
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sales,  de  Niíialos  s(')dic(),  potásico  y  cálcico,  que  fornian  por 
Iodas  parles  cflorescencias.  \í\  último  de  ellos  fué  descubierlo 
por  l^roust  eu  Castilla,  liabiéiulosele  encontrado  despues  cn 
localidades  exlranjeras.  No  liay  ([ue  coníiuulir  csUis  cflorescen- 
cias con  las  de  sulfatos,  especialmente  de  magnésio  y  de  sódio, 
cpie  lambien  abundan  en  las  arcillas  terciárias,  y  que  en  las 
cuevas  y  sitios  búmcdos  fonnan  espesos  penaclios  de  cflorescen- 
cias sedosas  capilares. 

La  Thenardita,  sulfalo  sódico  hidratado  descubierlo  por  Rodas 
en  Espartinas  (Madrid)  y  analizada  la  primera  vez  por  Casaseca, 
abunda  en  cristales  y  en  masas  por  todo  el  terciário  castellano. 

Otro  tanto  pucde  decirse  de  la  Glauberila,  sulfato  sódico- 
cálcico  descubierlo  por  Duméril  en  Villarrubia  de  Santiago 
(Toledo).  Se  encuentra  muy  abundante  y  perfeclamente  crista- 
lizada en  una  porción  de  localidades  de  los  alrededores  de  Ma- 
drid (Aranjuez,  Cienipozuelos,  Espartinas,  etc). 

Tan  abundante  es  el  Yeso  en  nuestra  Península  y  tantas  las 
variedades  que  ofrece,  que  seguramente  no  hay  país  en  el 
mundo  que  nos  iguale.  En  una  misnia  localidad  se  encuentra  el 
algez  (roca  de  yeso),  el  alabaslrites  o  alabastro  de  yeso,  la  se- 
lenita,  los  yesos  fibrosos,  los  lenticulares  y  cristalizados,  etc. 
Los  magníficos  cristales  en  forma  de  flecha  de  Cartagena,  de 
hasta  mecho  metro  de  longitud,  perfeclamente  hialinos,  son  una 
de  las  bellezas  mineralógicas  de  Espana. 

La  Morenosita  o  vitríolo  de  niquel  nativo  fué  descubierta  por 
Casares  en  la  mina  «Manolita»  de  Cabo  Ortegal  (Coruna).  Des- 
pues ha  sido  bailada  en  otras  localidades. 

El  Aragonilo  debe  su  nombre  a  Molina  de  Aragon  (Guadala- 
jara),  localidad  de  los  primeros  conocidos,  denominados  por 
Werner  «Aragonischer  Kalkspath»  y  por  Romé  Delisle  «Espato 
prismático».  Se  encuentran  en  todas  las  localidades  en  que 
existen  las  margas  irisadas  dei  triásico,  como  Minglanilla  (Cuenca), 
Nuévalos  y  Monterde  (Zaragoza),  Santa  Casilda  (lUirgos),  Mora- 
tilla  (Guatlalajara),  Medinaceli  (Soria),  Bunol  (Valência),  etc. 
Tambien  son  muv  notables  los  aragonilos  coraloideos  de  Somor- 
rostro  (Vizcaya)  y  de  Ahigacela  (Badajoz).  Son  muy  solicitados, 
especialmente  los  exagonales,  para  Ias  colecciones  exlranjeras. 

No  citaremos  sino  como  memoria  la  riqueza  de  Espaíia  en 
mármoles,  que  no  hay  província  que  no  los  posea  de  las  mas 
variadas  clases. 

Entre  las  variedades  de  sílice  anhidra  de  la  Península  deben 
citarse  como  pias  notables  las  Amathtas  de  Cataluna  (Montjuich, 
Monseny,  Vich)  y  Murcia  (Cartagena).  El  Cuarzo  cilrino  o  falso 
topacio  de  Villasbuenas,  Hinojosa  de  Duero  y  otras  localidades 
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de  Salamanca,  se  lia  explolado  bastante.  Los  Cristales  de  Roca 
abundan  en  nuiclias  localidades  de  la  cordillera  central,  entre 
las  que  pueden  citarse  especialmente  Horcajuelo  y  La  Cabrera 
(la  «Cueva  dei  cristal»)  ambos  en  la  provincia  de  Madrid.  Estos 
cuarzos  son  los  que  rodados  llegan  ai  diluvium  de  Madrid  y 
reciben  el  nombre  de  «diaujantes  de  San  Isidro»  (*).  Tambien 
son  localidades  excepcionales  para  la  Calcedonia,  Monljuich  y 
muchas  dei  terciário  castellano,  especialmente  el  Cerro  de  los 
Angeles,  en  Getafe. 

Pêro  de  todas  las  variedades  de  cuarzo,  sin  duda  la  mas  no- 
table  como  mineral  espanol,  es  el  «Jacinto  de  Compostela»  o 
«cuarzo  hematoideo»,  acompanante  habitual  dei  aragonito  en 
el  triásico  de  nuestra  Península.  Se  encuentra  en  las  mismas 
localidades  que  el  aragonito  y  es  muy  solicitado  para  las  colec- 
ciones (2). 

Aún  en  el  grupo  de  los  silicatos  se  pueden  citar  no  poças 
cosas  notables.  La  Andalucita  íué  un  mineral  conocido  prime- 
ramente  por  los  ejemplares  espanoles,  que  por  cierto  procedían 
de  El  Cardoso  y  no  de  localidad  andaluza  ninguna,  como  quiere 
decir  su  nombre.  Después  ha  sido  encontrada  abundante  en 
Andai ucía,  encubriendo  asi  la  ignorância  geográfica  que  su 
nombre  delata.  En  esta  misma  región  de  Somosierra  se  hallan 
Distenas  y  Estaurolilas  tan  bellas  como  las  mejores  dei  Tirol. 
Las  inmediaciones  de  El  Cardoso  son  abundantes  adernas  en 
Aclinolas,  Silimanilas,  Granates,  Micas,  Turmalinas  variadas, 
Ottrelila,  etc.  El  dia  en  que  esta  localidad,  hoy  de  dificil  acceso, 
sea  bien  conocida,  figurará  seguramente  entre  ias  mas  notables 
dei  mundo  por  su  riqueza  y  variedad  en  silicatos. 

En  Bustarviejo  y  Valdemanco  (Madrid)  se  encuentran  Oxosasi 
en  macias  múltiples  segun  la  ley  de  Baveno,  que  no  ceden  en 
dimensiones  y  belleza  a  las  de  la  localidad  clásica  italiana. 

Tambien  deben  citarse  las  Au°;ilas  cristalizadas  de  nuestros 


(•)  Se  clice  que  Felipe  II  llevó  en  el  sombrero  un  grueso  «diamante»  de 
esta  clase,  tallado  por  el  artífice  italiano  Giaccomo  Trezzo,  que  ha  dado 
nombre  a  la  calle  madrilena  de  Jacometrezo. 

{})  Es  curioso  el  nombre  de  Jacintos  de  Compostela  con  que  estan  estos 
cuarzos  en  todas  las  colecciones  extranjeras  y  en  muchas  espauolas,  siendo 
así  que  el  mineral  no  existe  en  la  localidad  que  le  dá  nombre.  El  heeho  se 
explica  porque  parece  que  eu  la  época  de  las  grandes  peregrinaciones  a 
Santiago  de  Compostela  o  de  Galicia,  estas  piedrecitas  (llevadas  de  cual- 
quiera  de  las  muchas  localidades  espauolas  donde  se  encuentran)  eran  ven- 
didas como  recuerdos  o  amuletos  a  los  peregrinos.  Estos  las  difundieron  por 
todo  el  mundo  con  el  nombre  de  jacintos  por  su  color  y  el  apelativo  de 
Compostela  por  el  sitio  en  que  los  habian  adquirido. 
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yacimienlos  basálticos  y  muy  especialmente  las  de  Canárias.  Hay 
en  Tenerife  una  localidad,  a  Los  (>iiupaderos»  (I.a  Laguna), 
donde  se  encuentran  {Tisiales  sencillos  y  niaclados,  niuv  per- 
íeclos,  hasla  dei  taniano  de  un  pufio. 

Los  grandes  Berilos  opacos  cristalizados  abundan  en  Galicia 
y  mas  especialmente  en  la  provincia  de  Pontevedra.  El  Instituto 
Geológico  tiene  un  prisma  exagonal  perfeclo  de  unos  30  centí- 
metros de  alto  por  15  de  ancho. 

Citemos  por  último  en  este  grupo  la  Serpentina,  de  extraor- 
dinária difusión  en  Espana.  La  de  San  Cláudio  (Coruna)  se 
emplea  en  la  construcción  de  lápidas  y'jarrones  bellisimos.  En 
Ceuta  existe  un  dique  notable  de  esta  suslancia,  aunque  no  se 
ha  hecho  objeto  de  explotación.  LI  Barranco  de  San  Juan  en 
Sierra  Nevada  constituye  un  yacimiento  explotado  de  muy  an- 
tiguo,  dei  que  proceden  entre  otras,  casi  todas  las  serpentinas 
de  El  Escoriai,  Ias  que  adornan  las  Salesas  Reales  de  Madrid 
y  las  de  otros  muchos  monumentos.  Por  último,  no  citando  los 
numerosos  yacimientos  de  menor  importância,  i'ecordemos  la 
Serrania  de  Ronda,  masa  de  dunitas  y  piroxenitas  serpentini- 
zadas  que  no  tiene  igual  en  el  mundo  por  su  extensión. 

Si  ahora  pasamos  dei  campo  mineralógico  ai  propiamente 
minero,  deberíamos  volver  a  citar  mucbas  espécies  de  las  ante- 
riormente enumeradas,  que  constituyen  riqueza  industrial  pre- 
sente o  posible.  Tales  son  los  sulfatos  y  nitratos  dei  terciário 
continental,  activamente  explotados  en  algun  tiempo,  en  aban- 
dono inexplicable  actualmente.  Tales  son  así  mismo,  para  no  citar 
mas,  los  mármoles,  alabastros  v  serpentinas,  que  solo  esperan 
el  desarrollo  de  las  conmnicaciones  para  darse  a  conocer  y 
adquirir  valor  comercial. 

Pêro  debemos  concretarnos,  si  esta  conferencia  no  lia  de  ser 
intérmina ble,  a  tratar  ligeramente  de  nuestras  principalcs  menas 
metálicas  y  de  algunos  otros  minerales  pétreos  o  salinos. 

Entre  estos  ocupará  preferentemente  nuestra  atención  la  Sal 
comun.  Tan  abundante  es  en  nuestro  país  este  precioso  pro- 
ducto,  que  no  produciendo  de  él  seguramente  ni  la  mitad  de 
lo  que  pudiéramos,  solo  Áustria  puede  en  este  respecto  conipa- 
rarse  a  Espana  (i).  Hay  sal  por  todas  parles  y  en  todas  las  for- 


(')  Solameute  la  salina  de  Torrevieja  ha  producido  algun  aíio  (1908) 
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mas.  Ya  liemos  citado  el  nolablo  yacimicnto  cie  Cardona,  que 
por  su  dimensión  y  sinf^uiaridad  bona  la  fama  de  muchos  muy 
importantes  como  los  de  (]abe/on  de  la  Sal,  Valtierra,  Trago, 
Remolinos,  Miiiglanilla,  El  Pinoso,  ele.  Los  manantiales  salados 
de  fuerte  concenlracifMi  abundan  en  los  terrenos  terciários  y 
triásicos  como  en  Lcniz,  Anana,  Poza  de  la  Sal,  Medinaceli, 
Imon,  Esparlinas,  Villamanriqne,  Belinchon  y  muchos  de  Le- 
vante y  Andalucía  de  que  no  se  hace  caso  por  la  proximidad 
de  las  salinas  lilorales.  Para  estas  tienen  nuestras  costas  medi- 
terrâneas excepcionales  condiciones,  y  así  eslan  todas  ellas 
llenas  de  tales  establecimientos  industriales,  dei  Ebro  (Alfaques) 
a  la  bahía  de  Cadiz  (San  Fernando),  pasando  por  Baleares 
(Ibiza  y  Formenlera),  'lorrevieja.  Cabo  de  Gata,  Roquetas,  ele. 
No  fallan  por  último  lagunas  como  la  de  Fuenlepiedra  (Málaga), 
cuya  desecación  durante  el  estio  permite  la  extracción  de  canti- 
dades  muy  considei-ables  de  sal  común. 

Es  otra  inmensa  riqueza  industrial,  entre  los  minerales  no  me- 
tálicos, la  que  representan  los  yacimienlos  espanoles  de  Fosfo- 
vila.  En  Exlremadura,  en  el  término  mismo  de  Cáceres  y  en 
los  de  La  Aliseda,  Logrosán,  Zarza  la  Mayor,  Trujillo,  Mérida  y 
otros,  existen  las  mayores  masas  de  este  mineral  que  se  cono- 
cen.  Es  oiro  centro  inqDortantíssimo  el  de  Belmez  y  Espiei  en 
Córdoba,  siendo  de  menor  importância  otros  de  la  misma  pro- 
vincia  y  de  la  de  Sevilla  (Hornacliuelos,  Sierra  Palácios,  Villa- 
nueva  de  los  Infantes,  etc).  La  abundância  de  Ias  piritas  en 
nuestro  país  permite  una  fabricación  económica  dei  ácido  sul- 
fúrico y  por  consiguienle  hace  esperar  un  porvenir  brillante 
entre  nosotros  a  la  industria  de  los  superfosfatos,  que  hoy  no 
alcanza  el  desarrollo  que  la  corresponde. 

Hay  por  último  algunos  minerales  modernamente  descubier- 
tos,  que  pueden  ser  de  un  grau  porvenir  para  nuestro  país. 
Entre  ellos  debemos  citar  las  sales  poiásicas,  especialmente  Sil- 
vina (cloruro  potásico)  y  Carnalila  (cloruro  de  magnésio  y  po- 
tasio),  descubiertas  en  Suria  (Barcelona)  y  actualmente  objeto 
de  minuciosas  exploraciones.  Si  estas  confirman  las  esperanzas 
concebidas,  la  industria  espanola  de  los  abonos  potásicos  podrá 
librarse  de  la  tirania  de  Stassfurlh. 

Tambien  la  Baujcila,  el  mineral  tan  buscado  hoy  para  la 
obtención  dei  alumínio,  parece  que  ha  sido  reconocido  en  con- 


341.972  toneladas.  Oscilando  el  consumo  nacional  de  200.000  a  250.000, 
pacdc  calcularse  el  margen  que  ha  de  quedar  para  la  exportacióu  y  para 
el  posible  establecimiento  y  desarrollo  de  algunas  industrias. 
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siderable  canlidad  entre  las  calizas  triásicas  de  IMediona  y  otras 
localidades  próximas,  hacia  los  confines  de  las  províncias  de 
Tarragona  y  Barcelona. 

No  puede  tampoco  dejarse  de  cilar  entre  estas  riquezas  mo- 
dernamente exploradas,  la  existência  que  se  ha  compiobado  yá 
en  numerosas  localidades,  de  margas  y  pizarras  arcillosas  fuerte- 
mente  impregnadas  de  hidrocarburos.  En  las  provincias  de 
Gerona,  Castellón,  Teruel,  Granada  y  otras  hay  ya  reconocidos 
o  en  via  de  producción  grandes  yacimientos  de  estas  tierras, 
cuya  destilación  puede  suniinistrar  bencina  y  otros  productos 
similares  en  abundância. 

Digamos  ahora  algo  de  nuestras  riquezas  metálicas.  Mas  co- 
nocidas  generalmente  que  las  pétreas  o  salinas,  no  será  nece- 
sa)'io  insistir  mucho  en  este  punto. 

Desvanezcamos  en  primer  lugar  la  idea  errónea  de  que  somos 
ricos  en  metales  preciosos,  en  Oro  y  Plala  particularmente.  En 
cuanlo  ai  primero,  acaso  abundo  en  nueslro  sucio,  como  lo  in- 
dican  las  huellas  de  extensas  explolaciones  de  época  romana  y 
aun  fenicia  en  lodo  el  NW  de  la  Península  y  mas  especialmente 
en  El  Hierzo.  La  realidad  de  hoy  es  que  el  oro  se  encuentra 
en  numerosas  localidades  espanolas,  pêro  en  ninguna  en  condi- 
cion  de  dar  lugar  a  explotaciones  de  cierta  importância. 

Otro  tanto  puede  decirse  de  la  plala.  Las  minas  en  un  liempo 
famosas  de  Guadalcanal  y  Cazalla  de  la  Sierra  en  la  provincia 
de  Sevilla,  así  como  las  de  Hiendelaencina  en  la  de  Guadala- 
jara,  tuvieron  su  breve  periodo  de  gran  producción,  pêro  han 
llegado  a  una  decadência  de  que  no  logran  levantarias  los  mo- 
dernos métodos  metalúrgicos.  No  obstante,  la  plata  oblenida 
de  las  galenas  argentífcras  puede  bastar  a  las  necesidades  dei 
mercado  nacional.  ^ 

En  cuanto  ai  platino,  constituye  hoy  todavia  una  incógnita  en 
nuestro  pais.  Sabida  es  la  resonancia  que  luvo  hace  poço  el 
descubi'imiento  de  este  metal  en  la  Serrania  de  Honda  por  el 
ingeniero  D.  Domingo  de  Oruela.  Bajo  la  dirección  dei  mismo 
se  eslan  llevando  a  cabo  exploraciones  minuciosas  y  hasla  que 
concluyau  no  podrá  saberse  con  seguridad  la  riqueza  que  en 
tan  preciado  metal  cncierra  nuestro  suelo. 

Nuesli'as  lies  grandes  riquezas  metálicas,  las  que  por  si  solas 
harían  envidiable  el  subsuelo  espanol  son  el  mercúrio,  los  plo- 
mos  y  los  cobres.  A  su  zaga,  pêro  próximos,  van  el  zinc  y  el 
hierro.  Vamos  a  dedicarles  sucesivamente  algunas  palabras. 

No  hace  lalla  encarecer  el  prodigioso  yacimicnlo  de  Mercúrio 
de  Almaden,  sin  igual  en  el  munilo  cntero.  Exploiado  segun 
parece  desde  300  anos  a.  J.  C,  llevado  el  cinabrio  en  gran 
VoL.  iiii  —  N.o  1  2 
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canlidad  a  Honia  para  la  jireparación  dei  bcrnicllon,  soinelido 
mas  tarde  a  destilacion  por  los  árabes,  explotado  despues  inten- 
samente por  los  Fu^ars  y  cn  poder  en  los  liempos  modernos 
dei  Estado,  este  rico  venero  viene  dando  azogue  sin  inlerrup- 
ción  y  sin  que  puede  preverse  siquiera  la  disminución  de  scme- 
jante  riqueza. 

Por  desgracia  la  mina  de  Almaden,  que  mas  que  mina  semeja 
asilo  de  todo  un  pueblo,  puede  ponerse  como  caso  típico  de 
una  administiación  desdichada,  Alli  pueden  verse  en  uso  los 
mas  anticuados  procedimienlos  de  trabajo,  basla  el  punto  de 
que  pueda  leerse  en  la  ("adiada  de  uno  de  los  hornos  \  todavia 
en  uso!  la  fecba  16Í6.  Y  es  inútil  que  por  los  ingenieros,  com- 
petentes y  celosos,  se  hagan  los  mayores  esíuer/.os  para  modi- 
ficar tan  lamentable  estado  de  cosas,  pues  su  labor  cboca  contra 
los  expedienleos  intcnnin.ibles,  contra  la  incompetência  dei  Mi- 
nistério de  Hacienda  y  sobre  todo  contra  la  j)resiún  formidable 
dei  pueblo,  interesado  en  que  se  mantenga  el  actual  estado  de 
cosas.  Ante  este  cúmulo  de  obstáculos  no  es  de  extrafíar  que 
la  reforma  de  los  procedimientos  metalúrgicos  se  baga  a  paso 
de  torluga  y  que  la  dei  ruinoso  y  complicado  sistema  admi- 
nistrativo no  se  baga  a  ningun  paso(^). 

El  arriendo  de  la  venta  dei  mercúrio  beclio  a  la  casa  Rots- 
cbild  es  oli'a  enormidad  acerca  de  la  cual  podrían  decirse  mu- 
chas  y  muy  desagradables  cosas,  si  la  ocasión  y  el  tiempo  de 
que  disponemos  no  refrenaran  nuestros  deseos.  Merced  ai  stock 
concedido,  esta  casa  regula  los  precios  en  forma  que  puedan 
ser  explolables  sus  yacimientos  de  Idria,  mientras  que  la  cam- 
pana en  Almaden  se  reduce  a  un  par  de  meses.  Y  el  mercado 
dei  azogue  está  en  Londres,  de  «uya  plaza  es  humilde  servidor 
imestro  Almaden,  que  podria  por  si  solo  anular  a  todos  los 
demás  yacimientos. 

Digamos  por  último  para  no  ser  mas  extensos  en  este  punto, 
que  Espana  serín  país  productor  de  mercúrio  aun  sin  el  yaci- 
mento  de  Almaden,  pues  son  otros  muchos  los  que  en  nueslro 
país  existen,  siquiera  su  fama  sea  eclipsada  por  la  de  este.  Al- 
gunos  como  los  de  Astúrias  (Pola  de  Lena,  Miei"es,  Langreo, 
etc.)  ban  sido  explotados  desde  la  época  romana  y  dan  boy 
mismo  rendiniientos  considerables. 

Es  el  Plomo  olra  de  las  grandes  riquezas  mineras  espaiiolas, 


(')  Rccicntcmcnte  se  lia  creado  un  Comité  para  la  niejor  cxplotación 
de  las  minas  de  Almaden,  siendo  de  esperar  de  su  aceión  provethosos  re- 
Bultadoa. 
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hacieiulo  a  nuestro  país  el  priíiier  prodiulor  de  esle  metal.  Kl 
distrito  de  l.inares  a  (juc  hitimos  ya  aliisión,  en  el  que  el  Estado 
se  reservo  la  inaguííica  mina  c Arrayaiies»,  puede  citarse  cghío 
ejemplo  de  constaiuia  y  liqueza  excepcionales.  La  Sierra  de 
(^arlagena  constituye'Con  el  anterior  yacimiento  el  mas  impor- 
tante centro  produtor  de  plomo  que  existe  en  el  mundo.  De  la 
Sierra  de  Gador  se  ha  diclio  metaforicamente  que  era  una  mon- 
latla  de  plomo,  I.a  Sieria  Almagrera,  tan  renombrada  en  alguu 
tiempo,  rivalizará  con  los  anteriores  centros  el  dia  que  se  con- 
siga el  total  desagiie  de  sus  minas.  Aparte  de  estos  centros  de 
primér  orden,  tienen  todavia  importância  extraordinária  otros 
muchos  como  Bcllmunt  en  Tarragona,  Ilibas  en  Gerona,  Almo- 
dovar  dei  Campo  y  Ilorcajo  en  Ciudad  Real,  notable  el  último 
por  la  riqueza  argentífera  de  sus  galenas,  etc.  Sin  citar  nume- 
rosos yacimientos  explolables  aunque  menos  ricos,  que  existen 
en  mas  de  la  mitad  de  las  provindas  espanolas. 

Es  el  cobre  otra  de  las  riíjuezas  mineras  bien  conocidas  de 
nuesiro  país;  pêro  así  como  el  plomo  se  encucntra  difundido 
por  toda  la  Península,  este  otro  metal  está  concentrado  en  una 
zona  relativamente  reducida,  en  la  región  de  Huelva,  que  se 
prolonga  igualmente  i-ica  por  el  territoi-io  português  inmediato. 
No  es  que  no  existan  otros  yacimicnios  de  menas  cobrizas,  sino 
que  su  importância  no  es  comparable  con  la  dei  citado.  Y  ofrcce 
la  parlicularidad  de  que  la  mena  no  es  un  mineral  de  cobre 
propiamente  dicho,  sino  que  en  su  mayor  parte  está  constituída 
por  una  pirila  de  hierro  cuprífera  que  lleva  interpuestos  filon- 
cillos  y  pequenas  masas  de  calcopirita.  La  fácil  metalurgia  de 
las  piritas  y  el  gi-an  valor  de  este  metal  bace  expiotabies  en  veu- 
tajosas  condiciones  económicas  estos  minerales  desde  cjue  al- 
canzan  una  ley  de  2  o  3  %  de  cobre.  Por  desgracia  para  la 
economia  nacional,  esta  riqueza,  por  la  cual  ocupamos  el  primer 
lugar  en  Europa,  está  en  su  mayor  parte  en  manos  extranjcias. 

Citemos  tambien  como  minerales  espafioles  de  gian  pro- 
ducción,  aunque  no  igualen  a  los  anteriores,  los^le  zinc.  Acom- 
pafian  con  frecucncia  a  los  plomos  como  ocurre  especialmente 
en  la  SicJia  de  Cartagena,  en  varias  localidades  de  Almería, 
en  Linares  (Teruel).  etc,  pêro  tambien  hay  yacimientos  exclu- 
sivamente explotados  por  el  zinc,  como  los  de  San  Juan  de  Al- 
caráz  (Albacete)  y  sobre  todo  los  de  la  zona  cantábrica,  de 
Astúrias  a  V'izcaya,  que  son  los  mas  inqiortanles  de  Espana. 

Mención  especial  mereceu  los  minerales  de  hierro,  que  con 
los  carbones  son  acaso  los  "de  mayor  influencia  econónnca  en  un 
país.  No  está  el  nuestro  mal  dotado  de  tan  preciosa  matéria, 
pues    que    somos    seguramente,    despues    de   Suécia,    la   nación 
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europea  que  nias  nienas  ferríferas  posée  proporcionalmenle.  Casi 
todas  las  províncias  espanolas  son  productoras  de  liicno,  pêro 
las  mas  ricas  son  Vi/.caya,  Murcia  y  Alnieria,  a  las  que  acaso  se 
if^ualcn  pronto  Teruel  y  Guadalajara.  Galicia,  Andalucia  y  el 
sistema  Ibérico  guardan  para  el  porvonir  riquezas  incalculables. 

Pêro  el  beneficio  que  de  esta  riqueza  obtenemos  es,  por  varias 
causas,  muy  inferior  ai  que  debiera  proporcionamos.  En  la  im- 
posibilidad  de  tratar  este  asunto  con  la  extensión  que  merece, 
liniitéinonos  a  decir  los  médios  con  que  ha  de  acudirse  a  orga- 
nizar la  racional  explotación  de  nuestros  yacimienlos  ferríferos: 
1,°  Catalogación  metódica  de  los  mismos(i);  2,°  Destinar  a  re- 
servas un  cierlo  nún^jero  de  ellos,  los  que  por  su  situación  y 
condiciones  parezcan  menos  susceptibles  de  explotación  actual 
en  favorables  condiciones;  3.°  Fomentar  la  fabricación  de  hierros 
V  aceros  y  procurar  cn  cambio  restringir  racionalmente  la  ex- 
portación  de  menas,  4.°  Procurar  sustituir  con  capital  espanol 
ai  extranjero  y  favorecer  la  formación  de  companías  poderosas 
que  abarquen  la  explotación  de  grandes  cotos;  ò.°  Reglamentar 
la  explotación  de  modo  que  la  codicia  dei  momento  no  destruya 
los  yacimientos,  como  hoy  se  hace,  extrayendo  las  menas  aptas 
para  la  exportación  y  dejando  inutilizada  para  el  porvenir  toda 
la  restante  riqueza  (-), 

Uespecto  de  los  Carbones,  a  que  antes  haciamos  referencia, 
tambien  habría  mucho  y  muy  interesante  qué  decir.  Hay  la 
creencia  equivocada  de  que  somos  ricos  en  este  pan  de  la  in- 
dustria, cuando  Ia  realidad  es  que  ni  en  cantidad  ni  en  calidad 
de  carbones  podemos  comparamos  ai  resto  de  Europa,  Nues- 
tras  mejores  cuencas  hulleras,  las  de  Astúrias  y  Leon,  no  pueden 
compararse  con  las  inglesas,  francesas,  belgas,  alemanas,  aus- 
triacas  y  rusas.  El  resto  son  pequeilas  cuencas  en  que  se  tienen 
sin  trabajar  mas  dei  80  %  de  las  minas  demarcadas,  por  su 
falta  de  condiciones.  La  cuenca  de  Bclmez,  la  segunda  de  Espana 
actualmente,  es  muy  irregular  y  transtornada  siendo  sus  car- 
bones de  muy  variables  calidades.  La  de  Puerlollano  que  la 
sigue  en  importância  dá  un  carbon  piritoso  muy  mediano.  Las 
demás  son  muy  pequenas,  pues  la  de  San  Juan  de  las  Abadesas 
que  fué  en  algun  tiempo  bastante  importante  está  hoy  casi  ago- 
lada.  La  producción  total  de  bulia  en  Espana  en  1917  ha  sido 


(1)  Esta  labor,  la  mas  urgente,  ha  sido  ya  empezada  por  el  Instituto 
Geológico.  .    ■ 

{~)  Este  asunto  está  mas  ampliamente  desarrollado  en  nuestro  artículo : 
Los  hierros  cspnnoles.  Tesoro  que  se  malgasta,  publicado  cn  el  n."  Íi7l  (Enero 
de  1918)  de  la  revista  de  Madrid  «Alrededor  dei  Mundo». 
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de  5.024:766  toneladas,  inieiílras  que  en  el  inisino  liempo 
Francia,  con  grau  parle  de  sus  cuencas  invadidas,  lia  produtido 
28".960:000. 

El  lignito  existe  en  muchas  localidades,  Iiabiéndolos  exce- 
lentes, que  pueden  sustiluir  a  la  hulla  en  muchos  casos,  como 
los  de  Berga  (Harcelona),  y  otros  en  cambio  que  solo  pueden 
ulili/.arse  para  la  f"abi'icación  de  aluuibres  y  caparrosas.  Las 
cuencas  mas  importantes  son  la  de  Utrillas  (Teruel)  y  la  de 
Berga.  La  producción  en  1917  ha  sido  de  636.794  tonela- 
das. 

En  cuanto  a  la  antracila,  la  producción  en  el  mismo  aiio  ha 
sido  de  310.914  toneladas,  no  figurando  como  províncias  pro- 
ductoras  mas  que  las  de  Córdoba  y  1'alencia. 

Y  no  se  piense  que  nuestras  reservas  en  carbon  sean  extra- 
ordinárias. Las  cifras  siguientes  demuestran  que  no  hay  seme- 
jante  cosa. 

Reserva  total  de 

Europa 788.180  millones  de  toneladas 

Espana  (Adaro).  8.768  »  »          (1  "/o  dei  total) 

Bélgica 11.000  »  » 

Francia 17.583  »  » 

Austria-Hungría .  55.593  »  » 

Rusia 60.106  »  » 

Inglaterra    .   .    .  189.533  »  » 

Alemania.    .    .    .  423.522  »  » 

No  podríamos  pues  forzar  la  producción  de  manera  extraor- 
dinária sin  peligro  de  agotamienlo  relalivamenle  rápido.  El  re- 
médio está  en  la  economia  en  el  gasto,  pues  si  somos  pobres 
en  hulla  negra  s(mios  en  cambio  ricos  en  la  hulla  blanca,  en 
fuerza  hidráulica,  que  apenas  se  ha  empezado  a  utilizar.  Debe 
reservarse  el  carbon  para  aquellos  casos  en  que  es  insustiiuible, 
como  en  ciertas  operaciones  metalúrgicas  y  en  la  fabricación  de 
gas,  dedicando  a  ia  producción  de  fuerza  y  ai  alumbrado  los 
saltos  de  agua  naturales  lan  numerosos  en  nuestro  país  y  los 
que  artificialmente  pueden  crearse  gracias  a  la  acidentada  topo- 
grafia dei  território  (^). 


(')  Para  dar  idea  dei  voluinen  de  la  producción  minera  espanola,  trans- 
cribimos  a  contiiuiiición  alj^unos  datos  tomados  de  la  estadística  oficial  re- 
ferente a  1914,  última  publicada.  Téngase  eu  cuenta  que  estas  cifras  han 
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He  Ilcfi^ado  ai  fin  de  esta  confereiu-ia  que  os  lial)rá  j)areeido 
sobrado  moiuiloiia,  acaso  en  parle  por(|iie  la  índole  dei  lema 
exii;ía  una  larj^a  enuuieraei()n  de  datos,  seguranienle  en  niavor 
parle  aúii,  porque  no  iiabré  sabido  dar  a  mis  palabras  el  interés 
y  amenidad  que  hubieraii  podido  tener. 

Permitidme  que  para  concluir  afirme,  resumiendo  lo  que  an- 
teriormente lie  diclio,  ia  ri(jue/.a  minera  y  mineral(')<^i(;a  de  Es- 
pana. Somos  si,  duefios  de  uii  caudal  incalculable  en  menas 
pétreas,  salinas  y  metálicas;  pêro  hay  que  nacionalizar  e  inten- 
sificar su  explotación,  que  hoy  hacen  en  gran  parte  compaíiías 
extrano;eras  como  si  opeiasen  en  una  colónia.  A  pesar  de  nuestra 
adminislración  desordenada,   un  país  que  tiene  nombres  como 


de  estar  por  bajo  de  la  realidad,  porque  el  interés  de  las  compauias  y  con- 
cesionaiúos  es  ocultar  en  lo  posible  Ia  producción  y  disminuir  el  valor. 

La  producción  en  el  ramo  de  laboreo  es  en  dicho  afio  de  57.096.705  to- 
neladas, que  valen  a  bocaniina  21 7.443.330  pesetas. 

El  ramo  de  beneficio  ha  producido  en  el  mismo  neriodo  3.013.109  tone- 
ladas, ciiyo  valor  a  i)ié  de  fábrica  se  eleva  a  214.749.799  pesetas. 

(Durante  el  aílo  1915,  segun  los  datos  dei  «Anuário  Estadístico  de  Es- 
pana», la  producción  de  menas  (laboreo)  ha  bajado  a  52.136.914  toneladas 
y  la  dei  ramo  de  beneficio  ha  subido  en  cambio  a  3.646.155.) 

La  exportación  está  sostenida  sobre  todo  por :  menas  de  hien-o,  cobre, 
cine,  mangaueso  y  plomo;  azogue;  sal  comun;  pirita;  cobre,  plomo,  plata 
y  cine  metálicos;  aguas  minerales. 

La  impoi'tación  es  sobre  todo  de  :  hulla;  alumbres  y  qtras  sales;  azufre  ; 
comentos;  cuk ;  estano;  liieiro  y  acero  manufacturados;  oro 

Los  minerales  que  figuran  en  la  sección  de  laboreo  son  :  aguas,  ambli- 
gonita,  arcillas,  asfalto,  azufre,  barita,  caolin,  carbones  (antracita,  lignito, 
hulla),  esteatita,  espato  flúor,  fosforita,  pirita,  inaííuesia  (carbonato),  ocres, 
sal  comun,  sosa  (sulfato)^  tierras  alumbrosas,  wulfenita  y  menas  metálicas 
(cinabrio,  bismuto,  calaminas,  cobres,  casiterita,  hierros,  manganesos,  pla- 
tas,  plomos,  wolfram). 

Los  principales  productos  beneficiados  son :  ácidos  (arsenioso,  sulfúrico, 
clorhídrico),  colores  (albayalde,  minio,  óxidos  de  hierro  y  otros),  aglome- 
rados de  carbon,  cok,  alquitran,  asfalto,  azufre,  benzol,  carburo,  cementos 
y  cales,  yeso,  superfosfatos,  cloruro  de  cálcio,  hipoclorito  de  sódio,  cloratos 
sódico  y  potásico,  sosa  cáustica,  sulfuro  de  arsénico,  sulfatos  (amónico,  de 
cobre,  de  hierro,  de  sódio),  sal  comun,  y  metales  (azogue,  cine,  cobre, 
hierro,  acero,  ferrosilíceo,  plata,  plomo). 

La  província  de  mayor  producción  minera  es  Oviedo  con  77.782.747  pe- 
setas. La  siguon  por  este  orden,  Córdoba,  Huelva.  Jaen,  Murcia,  Vizcaya, 
Santander,  Ciudad-Real,  Sevilla  y  Guipúzcoa,  todas  con  mas  de  10  millo- 
nea  de  pesetas.  No  figuran  con  producción  ningnna,  Ávila,  Canárias,  Cas- 
tcllón,  0rense,  Segóvia,  Toledo  y  Valladolid. 
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Cáceres,  Carflona,  Alinaden,  Uiolinio,  Gador,  Liiiares,  Picos  de 
Euro[)a,  Hilbao,  Carta«;eiia,  etc,  figurará  sieni[)re  enlie  los  de 
mayoi'  imj)()itaiicia  iniiíeral  dcl  mundo. 

Contra  lo  que  se  creia  todavia  liace  poços  ailos,  cuaudo  se 
))iiilaba  a  nuestro  país  como  un  inmeiíso  jardiíi,  la  mayor  riqueza 
de  Espafía  no  está  en  el  suelo.  sino  en  el  subsuelo.  '1'odos  los 
esjucrzos  por  niejorar  y  aumentar  nuestra  producción  agrí(H)ia 
y  pecuária  nos  parccerán  poços.  l\'ro  no  se  olvide  que  es  sobre 
lodo  en  la  expk)tación  racional  dei  subsuelo,  donde  está  la  mas 
segura  base  de  nuestra  prosperidad  material. 

He  dicho. 


CONTRIBUIÇÕES 
PARA  O  ESTUDO  DOS  LÍQUENES  PORTUGUESES 


POR 


Gonçalo  Sampaio 

Professor  da  Universidade  do  Porto 


1.  Psorotiebia  vermiculata,  Nyl.  —  Barca  cVAlva,  nos  mi- 
cachistos;  Coimbra:  Baleia,  nas  pedras  calcárias. 

Talo  castanho-escuro  ou  quási  negro,  formado  de  pequenís- 
simas aréolas  e  parecendo,  porisso,  g-rosseiramenie  granuloso; 
apolécias  salientes,  muito  pequenas,  de  um  castanho  pálido,  a 
princípio  convexas  e  sem  rebordo,  mas  por  fim  côncavas  e  com 
bordo  próprio  grosso;  hipotécio  incolor,  como  o  epilécio;  himé- 
nio  I-]-azul,  virando  rapidamente  para  amarelo  ou  amarelo- 
fulvo  (o  azul  reaparece  ou  não  pela  lavagem);  paráfises  finas  e 
distintas;  ascas  lineares,  com  5-8  esporos  geralmente  uniseria- 
dos,  ovais  ou  oblongos,  hialinos,  de  Ib-20x8-ll  jx. 

Os  primeiros  exemplares  desta  espécie,  que  é  nova  para  a 
flora  portuguesa,  colhi-os  na  Barca  d' Alva,  a  30  de  outuÍDro  de 
1916. 

2.  Psorotielila  numidella,  Fors.  —  Coimbra:  Baleia,  nas 
pedras  graníticas. 

Talo  negro,  constituído  por  aréolas  muito  pequenas,  mais  ou 
menos  isoladas  umas  das  outras  ou  contíguas;  apotécias  pretas, 
a  princípio  subglobosas,  abrindo  por  um  poro  apical,  mas  por 
fim  lecideinas,  planas,  com  disco  granuloso  e  bordo  grosso; 
hipotécio  incolor  ou  quási;  paráfises  subdifluentes,  pouco  dis- 
tintas ;  ascas  com  8  esporos  a  princípio  subglobosos  uías  de- 
pois ovais,  de  10-12  x  6-8  [jl;  gelatina  himenial  e  hipotécio 
I  -\-  azul ;  ascas  I  -|-  amarelo. 

Nova  para  o  país.  Colhi  os  exemplares  citados  a  16  de  feve- 
reir»  do  ano  corrente. 
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3.  CoUeniopaidium  stcnospornin,  Samp.  (sp.  n.)  —  Prae- 
cipue  (/iffeít  a  Collemopsiclio  calcicolo  Slein.,  eu.'  ejus  descriplione, 
gonidiis  parvu,  aseis  viinoribus  el  sporis  via:  3-5  \).  lai.  Ad  sajca 
calcaria  circa  aPo? timão» . 

O  talo  é  negro  e  constituído  de  aréolas  exíguas,  punlifonnes, 
com  gonídios  xantocápseos  de  5-7  niicras  de  diaiiielio,  uns 
aniarelado-esverdeados,  outros  acastanhados;  as  apotécias  são 
globosas,  pequeníssimas;  as  paráfises  são  mal  desenvolvidas  e 
poucas;  as  ascas  teem  35-40  x  15-1 7  jx,  encerrando  8  esporos 
e  sendo  prolongadas  no  cimo,  como  as  de  certas  espécies  do 
género  Art/ionia,  por  um  espessamento  muito  considerável  da 
parede,  quasi  em  forma  de  capacete;  os  esporos  são  cilíndricos 
ou  subcilíndricos,  hialinos,  1-septados,  com  12-18  x  3-5  [t. 

Colhi  exemplares  da  planta  a  6  de  abril  de  1917,  sobre  o 
calcáreo  miocénico  da  Praia  da  Rocha,  em  Vila  Nova  de  Porti- 
mão (Algarve).  O  género  Collemopsiditim  é  novo  para  a  flora 
portuguesa, 

4.  Collema  ancmoides,  Samp.  (sp,  n.), —  Thallus  mem- 
branaceus,  moixoplujllus,  rosulalus,  lohulalus  axU  incisodobulaíns, 
vix  1-2,5  milim,  lat.,  per  cenlrxim  substrato  adfixus,  I — ,  hyphis 
laxis  el  parum  conspicuis.  Apolhecia  saepe  solitária,  primum  con- 
cava, demum  plana,  rufo- fusca,  0,5-1  milim,  lat.,  margine  ihal- 
lino  lejiui.  Sporae  8  in  aseis,  ellipticae,  hijalinae,  liiseptatae  vel 
submurales :  20-40 X  10-20 [i.  Ad  terram  el  lupes  calcarias  circa 
Conimbricam  (S.'^  Clara). 

A  primeira  vista  esta  curiosa  e  distintíssima  espécie  pode  se 
confundi!"  com  a  Anema  Notariis  ou  com  certas  formas  do  Col- 
lema Melxleri,  dos  quais  apresenta  o  feitio  do  talo  em  rosetas 
muito  pequenas,  lobuladas  ou  profundamante  divididas.  As  apo- 
técias, de  um  castanho-escuro,  não  excedem  1  milímetro  de 
diâmetro ;  as  ascas  são  longas,  sublineares,  com  5-8  esporos ; 
as  paráfises  são  bem  distintas,  não  ou  pouco  engrossadas  no 
cimo,  mas  finamente  articuladas;  os  esporos  são  elítico-oblon- 
gos,  com  2-4  septos  transversais,  às  vezes  submuriíormes,  de 
20-40  X  10-20  micras. 

Colhi  a  ])lanta  sAbre  a  terra  calcárea  endurecida,  nos  montes 
de  S.'^  Clara,  em  Coimbra,  a  16  de  fevereiro  do  ano  cor- 
rente. 

5.  CoUeina  Ilarniaiuli,  Samp.  (n,  n.);  Collema  pulposuliim 
Harm.  (lí)05)  non  Nyl,  (1864), —  Vila  Nova  de  Portimão:  Pmia 
da  Udcha,  sobre  a  lerra  argiloso  calcárea. 

Talo  em  rosetas  pequenas,  I—  ou  -f  avermelhado ;  ascas  sub- 
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lineares  ou  oblongas,  comi  8  c.sj)oros  I-soplados,  de  1Í-22X 
7,5-8  ji;  hiniénio  14  azul.  DisUngiie-sc  bem  cias  fornias  redu- 
zidas do  Col.  pulposum  por  um  aspecto  particular,  pelo  talo 
menos  espesso  e,  sobretudo,  pelos  seus  <;sporos  l-septados. 

É  espécie  nova  para  a  nossa  flora.  Colhi  bons  exemplares  a 
'  de  abril  de  19(7. 

6.  L<enimopsis  affíiio,  Samp.  (sp.  n.) —  Diffeil  prociil  dúbio 
a  L.  Arnoldiano  Zahibr.  apotheciis  convexis,  hymenio  \-\-  caeru- 
le^cenle  et  sporis  miyioribus.  Ad  leriam  muscosam  circa  (íBraga7iray> . 

Talo  I — ,  de  aspecto  grunuliforme,  com  estrutura  totalmente 
em  plalènquima  um  lanlo  laxo  e  de  células  relativamente  gran- 
des; gonídios  uns  esverdeados,  gleocapsoides,  dissociados  ou 
em  tricomas  curtos,  outros  amarelos,  em  colónias  gelatinosas, 
parecendo  xantocápseos.  Apotécias  convexas,  castanhas  ou  cas- 
tanho-avermeihadas,  com  0,5-0,7  milím.  de  diâmetro-,  hipotécio 
incolor;  himenio  I -|-  intensamente  azul;  paráfises  distintas, 
finas,  não  clavadas,  mas  tenuamente  septadas;  ascas  claviformes, 
com  6-8  esporos  hialinos,  simples,  estreita  e  longamente  elipsói- 
des, com  1 1 -12,5  X  4,5-5,5  ji.  Bragança,  sobre  a  terra,  perto  do 
rio  Sabor. 

Do  Lemmopsis  fulvidum  [Leplogium  ftdvidum,  Harm.)  afasta-se 
por  váiios  caracteres,  como  sejam  as  ascas  I -f  azul  intenso  e 
os  esporos  muito  menores.  Colhi  exemplares  da  planta  em  10 
de  setembro  de  1915. 

O  género  Lemmopsis  é  novo  para  a  flora  do  nosso  país. 

7.  Lieptogiam  snbtile,  Nyl.  —  Bragança,  sobre  a  terra  mus- 
gosa. 

Talo  fino,  com  folíolos  muito  pequenos,  inteiramente  platen- 
quimatoso;  apotécias  não  excedendo  0,5  milím.  de  diâmetro; 
ascas  subcilíndricas,  com  8  esporos  hialinos,  muriformes,  de 
2  7-30  X  10-20  |j.. 

Espécie  nova  para  o  país.  Colhi  exemplares  a  10  de  setembro 
de  1915. 

8.  Porina  clilorotica,  Wai.  —  Pedras  graníticas,  nos  luga- 
res sombrios:  Ponte  do  Lima  (Sá)  e  Cintra  (na  mata). 

Talo  muito  íino,  maculiforme,  contínuo;  peritécias  mínimas, 
salientes  e  subglobosas;  paráfises  finas,  mas  muito  tlistintas, 
simples  e  longas;  ascas  lineares  ou  lanceoladas,  com  8  esporos 
aciculares  ou  lusiformes,  hialinos,  3-septados,  de  20-35  X  2-5  [x. 

Planta  nova  para  Portugal.  Os  primeiros  exemplares  colhi-os 
em  (tinira,  a  23  de  agosto  de  1916. 
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9.  Porina  afliniis,  /alilbr,  —Coimbra:  Clioupal,  uns  ár- 
vores. 

Talo  fino,  niaculifonne,  contínuo,  cinzenlo-obscuro  ou  sub- 
oliváceo;  periíécias  luíninias,  negras,  heniisléricas,  subsalieu- 
tes;  ascas  longas  e  estreitamente  lanceoladas,  com  8  esporos-, 
paráíises  distintas,  simples  ou  um  pouco  ramosas;  esporos 
cilíndrico-subfusiformes,  bialino-nubilosos,  3-seplados,  com 
7-20  Xi  |j.. 

Nova  para  o  país. 

10.  Aerooorclia  couoidea,  Koerb.  —  ('oinibra  :  S.''  (^lara, 
sobre  as  pedras  calcáreas. 

Talo  tartúreo,  cinzento  ou  esbranquiçado,  por  vezes  quási 
nulo;  periíécias  negras,  subglobosas  e  mais  ou  menos  salien- 
tes; paráfises  distintas,  longas,  ramosas;  ascas  lineares,  estrei- 
tas, compridas,  com  os  espoi*os  uniseriados ;  esporos  hialinos, 
1-sepiados,  com  1  5-30  X  7-10  ]x. 

Colhi  os  exemplares  a  5  de  janeiro  de  1916.  Espécie  nova 
para  o  país. 

li.  Verruoaria  fuscella,  Ach.  —  Vila  Nova  de  Portimão: 
Praia  da  Rocha,  sobre  as  pedras  calcáreas. 

Talo  obscuro  ou  cinzento-sujo,  crustáceo,  finamente  grclado- 
areolado;  periíécias  negras,  pequenas,  não  ou  pouco  salientes; 
esporos  hialinos,  simples,  com  15-16  X  7-8  [j.. 

Planta  nova  para  Portugal.  Colhida  no  lugar  indicado,  a  6  de 
abril  de  1917. 

12.  Verruearia  stríatula,  Wahl.  —Viana  do  Castelo,  nos 
rochedos  marítimos;  Leça  de  Palmeira,  nos  rochedos  marítimos. 

Semelha  à  yjrimeira  vista  a  V.  maura  ou  V.  mucosa,  com  as 
quais  se  pode  confundir;  mas  é  muito  distinta  pelo  talo  pro- 
vido de  finíssimas  litdias  salientes  e  irregulares,  bem  visíveis  ao 
microscópio  de  preparação,  assim  como  pelas  periíécias  inteira- 
mente salientes  e  munidas  no  cimo  de  uma  larga  depressão. 

Nova  para  a  flora  portuguesa. 

13.  Ai'tlioiiia  opipatsta,  Koerb.  in  p,  (1855);  Arlhonia  mi- 
nulula  Nyl  (ISnO)  —  Tomar,    na    casca   lisa   da  Acácia  basla?-da. 

Talo  subepidérmico,  cinzenlo-sujo,  com  gonídios  croolepoi- 
des;  lirelas  uiuas  puntiíormes,  mínimas,  outras  lineares,  uunío 
finas;  paráfises  nulas;  ascas  piriformes,  com  8  esporos  hialinos, 
cuneiformcs,   1-seplados,  do   10-14  X3-4[x. 

Enconlrada  a  25  de  abril  de   1916.    Nova   para  a  nossa  flora. 
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1-4.  Artlionia  obscura,  Acli. — JUissaco,  na  mata,  sòbrc  as 
árvores, 

Tali)  Uno,  cinzento,  limitado  por  uma  linha  negara,  com  go- 
nídios  croolepoides ;  lireias  redondas  ou  anguloso-eslreladas, 
escuras;  j)arálises  nulas;  ascas  pe(|uenas,  pirilormes,  com  8  es- 
poros hialinos,  clavado-subfusiformes,  com  4-7  septos  transver- 
sais, de  10-15(1  de  longo  por  3-4  de  largo. 

Planta  nova  para  o  país.  Colhida  a  9  de  janeiro  de  1916. 

15.  Artlionia  algarbioa,  Samp.  (sp.  n.) —  Valde  similis  Ar- 
thoniae  impolitae,  sed  l/iallo  Cacl — ,  lirellis  pa/Iulis,  gelatina 
hyineniali  \-\-  rubra  et  sporís  4-õ\i.  lat.  Ad  Iruncos  Ceratoniae, 
circa  «  Por  limão  » . 

Apesar  da  sua  extrema  semelhança  de  aspecto  com  a  Arthonia 
impolita,  o  líquen  das  alfarrobeiras  de  Portimão  oferece  cara- 
cteres particulares  que  me  levam  a  considerá-lo  como  espécie 
autónoma.  O  seu  talo  é  completamente  insensível  ao  hipoclo'- 
rito  de  cálcio  e  apresenta  em  vivo  uma  medula  mais  intensa- 
mente amarela,  pela  presença  de  numerosas  crisogonímias;  com 
o  tempo,  porém,  a  medula  torna-se  descorada  nos  exemplares 
do  herbário.  As  lireias  são  mais  pálidas  do  que  as  daquela  es- 
pécie, a  gelatina  himenial,  em  vez  de  se  tornar  a  princípio  azul 
pelo  iodo,  adquire  imediatamente  uma  còr  avermelhada  en'  pre- 
sença deste  reagente,  e  os  esporos  são  mais  estreitos. 

16.  Opegrapha  oalcarea,  Turn.  —  Bussaco,  na  cantaria  de 
uma  capela;  Tomar,  nos  muros  da  margem  do  rio  Nabão. 

Talo  crustáceo,  contínuo,  quási  sempre  finamente  gretado,  às 
vezes  reduzido  a  uma  mancha  sobre  as  pedras  calcáreas;  Jirelas 
pequenas,  lineares,  muito  estreitas,  fechadas  ou  um  tanto  aber- 
tas, não  ou  pouco  amontoadas  •,  ascas  piriformes  ou  oblongo- 
piriformes;  esporos  clavados,  3-sej)lados,  com  14-20  x  4-6  |x. 

Espécie  nova  para  a  flora  portuguesa. 

n.  Opegrapha  sidcrcUa,  Ach.— Cintra,  nas  árvores  (rara). 

Talo  cinzento,  contínuo,  com  espermagónias  gi'andes  e  muito 
salientes,  parecendo  peritécias;  lireias  negras,  lineares,  finas  e 
geralmente  ramosas;  esporos  aciculares,  com  4-9  septos  muito 
ténues,  de  20-33  X  2-3  [x-,  espermácias  baciloides,  direitas,  com 
1,5  |j.  de  largo. 

Nova  para  Portugal. 

18.  Opegraplia  herpetica,  Ach.  —  Yizeu,  na  mata  de 
S.  Miguel,  sobre  os  carvalhos  velhos. 
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Talo  subepidérmico,  sujo;  lirelas  pequenas,  negras,  fechadas 
ou  quási,  simples  ou  ramosas-,  ascas  lineares,  com  8  esporos 
subeilíndricos,  3-septados,  direitos  ou  tortos,  de  20-25X3  4,5  \i. 

Planta  nova  para  o  país. 

19.  Ope^rapba  riniali«í,  Ach.  —  Pampilhosa,  na  casca  dos 
salgueiros;  Bussaco,  nas  cascas  velhas. 

Talo  ténue,  cinzento;  lirelas  pequenas,  lineares,  pretas  e  fe- 
chadas; ascas  oblc)ngosublineares;  esporos  fusiforn)es,  com  5-7 
septos,  de  22-30  X, 5-9  |j.. 

Esta  planta,  que  é  nova  para  a  nossa  flora,  não  passa  certa- 
mente cie  uma  variedade  da  Op.  varia. 

20.  Rhizocarpon  viri«liati'iini,  Koerb.  —  Nas  rochas  gra- 
níticas: Porto;  Vizeu,  em  S.'^  Luzia. 

Talo  amarelo-esverdeado,  areoladíí,  com  ifas  não  amiloides; 
hipotalo  negro;  esporos  oblongo-subfusifornies  ou  elipsóides, 
escuros,  3-septados  ou  muriformes,  de  halo  largo,  com  18-28X 
8-12  |x  (fora  o  halo). 

Espécie  nova  para  a  flora  portuguesa. 

21.  Rbizocarpon  geminatom,  Koerb.  —  Bragança,  sobre 
as  pedras. 

Talo  cinzento,  areolado,  com  ifas  não  amiloides  (I — );  hipo- 
talo negro;  ascas  oblongas,  com  2  esporos  largamente  ovais  ou 
subglobosos,  muriformes,  amplamente  halonados,  com  30-60  X 
16-32|x  (fora  o  halo). 

Novo  para  o  país.  Colhi  os  exemplares  a  16  de  maio  de  1915. 

22.  Rbizocarpon  populoram,  Mass.  —  Lisboa:  Alcabi- 
deche, sobre  os  choupos. 

Talo  cinzento,  geralmente  rugoso-verrucoso,  com  ifas  não 
amiloides;  a])otécias  pequenas,  negras  e  rentes;  hipotécio  fuli- 
gíneo;  paralises  distintas,  muito  engrossado-articuladas  no  cimo, 
que  é  denegrido;  ascas  com  4-8  esporos  a  princípio  incolores, 
mas  tornando-se  a  seguir  obscuros,  com  1-3  septos,  despro- 
vidos de  halo,  tendo  15-22  X  5-1,5  jx. 

Novo  para  Portugal.  Colhi  os  exe.mplares  a  27  de  abril  de 
1916. 

23.  Ruellia  tripbrag^iuia,  Nyl.  —  Bragança,  nas  cascas  das 
árvores,  sobretudo  dos  ailantos. 

Talo  cinzento,  K -\-  amarelo,  rugoso-verrucoso,  gretado,  com 
ifas  não  amiloides  (I — );  apotécias  pequenas,  negras,  a  prin- 
cípio  planas   e   com   rebordo,   depois   convexas   e   de   rebordo 
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repelido,  escuras  por  dentro;  hipotécio  fuligíneo-,  paráfises  en- 
grossado-arliniladas  no  cimo,  lenninaiido  cm  cabeça  denegrida; 
ascas  clavadas,  com  8  esporos  escuros,  diiTÍtos  ou  curvos, 
todos  ou  na  maior  parte  3-septados,  de  15-20  X  b-7,5  j).;  Iiiiué- 
nio  l-j-  azul  intenso  e  permanente. 
Espécie  nova  para  o  país. 

2i.  Rinodina  atroeiucrclla,  Nyl.  —  Foz-Tua,  nas  rochas 
graníticas,  sòbi-e  o  rio  Tua. 

Talo  cinzento,  meudamente  areolado,  CacI — ,  K -[- amarelo + 
vermelho;  apotécias  muito  pequenas,  negras,  parecendo  leci- 
deinas ;  liipotécio  incolor;  paiáíises  curtas,  subaglutinadas,  arti- 
culadas, engi'ossadas  e  denegridas  no  cimo;  ascas  oblongas, 
com  8  esporos  obscuros,  1-septados,  de  12-20X7-I0n;  himé- 
nio  l  -{-  azul. 

A.  nossa  planta  diverge  do  tipo,  como  se  vê,  pelos  esporos 
bastante  maiores,  constituindo  uma  forma  particular  a  que  dou 
o  nome  de  var.  macrospora. 

Espécie  nova  para  o  país.  Colhi  os  exemplares  a  11  de  ou- 
tubro de  191G. 

25.  Riuodina  pyrina,  Arn.  —  Coimbra:  S.'°  António  dos 
Olivais,  na  casca  dos  carvalhos. 

Talo  ténue,  areolado,  cendrado-esverdeado,  ou  quási  nulo, 
K — ;  apotécias  com  0,3-0,4  milím.  de  largo,  castanhas  ou  ane- 
gradas,  de  bordo  talino  fino,  planas  ou  convexas;  paráfises  ra- 
mosas; ascas  com  8  esporos  escuros,  1-septados,  com  17-25  X 
7-12  |i.  Difere  do  tipo  pelos  esporos  de  pai-edes  muito  engros- 
sadas. 

Nova  para  Portugal, 

26.  Rinodiua  milvica,  ¥y.  fil,  —  Vila  lleal  de  Traz  dos 
Montes,  nos  penedos  lavados  do  rio  Corgo. 

Talo  caslanho-anegrado,  mais  ou  menos  espesso,  profunda  e 
irregulai-mente  gretado  em  aréolas  angulosas,  K — ;  apotécias 
rasas  com  o  talo,  ou  quási,  pálidofuscas  por  dentro;  hipotécio 
incolor  ou  amarelado;  paráfises  subdiíluentes  mas  distintas,  fu- 
ligíneas  no  cimo;  ascas  cora  6-8  esporos  escuros,  1-septados, 
de   18-27  X  7,5-10  |x. 

Espécie  nova  para  o  país.  Coliii  os  exemplares  a  27  de  se- 
tembro de  1917. 

27.  Rinodina  mniaríca,  Fr.  fil.  — Chaves:  Seixal,  na  terra 
musgosa  das  paredes. 
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Talo  verrucoso  ou  verrucoso-lobulado,  cinzento,  K  — ;  apo- 
lécias  com  1-2  niilím.  de  diànielro,  pretas,  por  fim  convexas  e 
com  o  rebordo  repelido;  ascas  com  8  esporos  escuros,  1  septa- 
dos,  de  1  5-30X6- 13  [J.. 

Espécie  nova  para  a  nossa  llora.  Colhi  os  exemplares  a  28  de 
setembro  de  1917. 

28.  Gjaleeta  Flotowi,  Koerb.  —  Ponle  do  Lima:  Vale  de 
Pereiías,  na  casca  de  grossos  caules  da  bera. 

Talo  finíssimo  oii  imperceptível ;  apotécias  muito  pequenas, 
cupuliformes,  de  rebordo  fino  e  disco  incolor  desde  o  princí- 
pio;  ascas  lineares,  com  8  esporos  uniseriados,  hialinos,  muri- 
formes,  largamente  elipsóides  e  apiculados,  com  1 1-14  X  7,5-9  |j.. 

Nova  para  a  Hora  portuguesa.  Colhida  em  setembro  de  1915. 

29.  Gyalecla  decipieiís,  Samp.  (sp.  n.).  —  Thallus  lenuis- 
simus,  cineieus,  continuus ;  apolhecia  plus  minusve  urceolata,  0,2- 
0,5  milim.  lai.,  disco  brunneo  ac  margine  integro  el  crassiusculo ; 
htjpolhecium  incoloratum;  paraphyses  liherae,  lenuiler  arliculalae; 
asca  cum  sporis  6  8,  fnsiformiõus,  suhacictdaribus ,  hijalinis,  5-11- 
septalis:  18-38x4,5-5  [).;  gelatina  hymenialis  /-f-  coei  ulea-\- pai- 
lide  vinosa.  Ad  cortices,  circa  Conimbricain.* 

Esta  ])lanta,  cpie  colhi  pela  primeira  vez  nas  árvores  do 
Choupal,  em  Coimbra,  a  6  de  janeiro  de  1916,  e  que  em  feve- 
reiro do  ano  corrente  vollci  a  colher  na  mesma  localidade 
—  onde  é  bastante  abundante —  apresenta  caracteres  que  a  de- 
finem como  espécie  distintíssima.  As  suas  apotécias  semelham 
as  da  G.  truncigena,  mas  tèem  o  disco  castanho  e  o  rebordo 
talino  um  tanto  grosso;  as  paráfises  são  livres,  finas,  tenue- 
mente articuladas,  simples  ou  divididas  no  cimo  em  ramos 
curtos,  com  as  extremidades  às  vezes  um  pouco  engrossadas; 
as  ascas,  de  paredes  muito  frágeis,  são  oblongo-sublineares,  com 
6-8  esporos  hialinos,  fusiforme-aciculares,  de  5-11  septos  bem 
marcados  e  tendo  18-38  micras  de  longo  por  4,5  5  de  largo. 
Pela  acção  do  iodo  a  gelatina  himenial  torna-se  azulada,  mu- 
fkudo  rapidamente  para  um  vinoso  esvaído,  ao  passo  que  o 
hipotécio  e  as  ascas  adquirem  uma  còr  amarela  que  se  mantém 
depois  da  lavagem;  mas  se  à  acção  de  K  se  fizer  seguir  a  do 
iodo,  todo  o  himénio  se  torna  francamente  azul. 

30.  Bacidía  ehlorotieula,  A.  L.  Sin.  —  lUissaco :  mata, 
nas  pedras  de  um  muro,  junto  a  uma  capela. 

Talo  muito  finamente  leproso-granuloso,  cinzenlo-esverdeado 
ou  verde;  apotécias  pequenas,  a  princípio  cárneo-cirosas,  planas 
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(í  com  bòrdi)  íino  mais  claro,  mas  depois  cárneas,  convexas, 
com  o  rcbôrck)  repelido;  hipotécio  incolor;  paráfises  indistin- 
las ;  ascas  oblongo-subc.lavadas,  com  8  esporos  acicuJares,  bia- 
linos,  nmito  linos,  sem  septos  visíveis,  de  18-i3XO,7-l  \>.. 

Espécie  nova  para  o  país.  Coibi  os  exemplares  a  10  de  ja- 
neiro de   ií)lG. 

31.  Toiíinia  fabulosa,  Samp,' (comb.  n,);  Bilimbia  sabu- 
losa,  Mass.;  Leculea  sabuleloruni  (3  syncomhla,  Floerk  ;  Joninia 
sy7icoviista,  Fr.  fd.  —  Ponte  do  Lima:  Sá  e  Vale  de  Pereiras, 
nas  pedras  e  nas  cascas  velbas. 

Talo  verrucoso-escamuloso,  cinzento,  esverdeado  ou  acasta- 
nhado, com  as  escâmulas  as  vezes  sorediosas  nos  bordos;  ape- 
tecias negras  e  pequenas,  separadas  ou  em  glomérulos;  epi- 
técio  K -j-  violáceo;  hipotécio  amarelo-fuligíneo ;  paráíises  capi- 
tadas; ascas  estreitas,  com  8  esporos  fusiforjnes  ou  subcilín- 
dricos,  nubilosos,  quási  todos  3-septados,  com  12-22X3-4,5 
de  largo. 

Nova  para  a  flora  de  Portugal.  Coibi  os  primeiros  exemplares 
em   n  de  agosto  de  1915. 

32.  Touiiiía  albilabra,  Samp,  (comb.  n.);  Biatora  albilahra 
Duf.  ex  Fr,;  Lecidea  albilabra,  Nyl.;  Thalloidima  albilabrum, 
Flag.  —  Vila  Nova  de  Portimão:  Praia  da  Rocha,  sobre  a  terra 
argiloso-calcárea. 

Talo  constituído  por  escamas  arredondadas  ou  lobadas,  es- 
pessas, de  aspecto  ceráceo,  pálidas  ou  pálido-fuscas.  por  vezes 
sulcadas  por  cima  e  íreqúentejnente  branco-farinosas  nos  bor- 
dos; apotécias  negras,  medíocres,  não  marginadas;  hipotécio 
fulvo;  paráfises  distintas,  Jí -|-  violáceo  no  cimo,  como  as  ascas, 
que  lêem  8  esporos  aciculares,  1-septados,  hialino-nubilosos, 
com  20-23  X 2,5-3  |J.;  biménio  !+  azul. 

A  Biatora  albilabra,  Duf.  é  erroneamente  tomada  por  diversos 
autores  como  idêntica  ii  Lecidea  vellesica,  Schaer.  [Psora  albi- 
labra, Korb.  excl.  syn.  Duf.);  mas  está  demonstrado  que  nada 
tem  com  esta  última,  pertencendo,  pelo  contrário,  ao  grupo 
«Thalloidima»  pelos  seus  esporos  aciculares  c  uniseptados. 

33.  Toiíiiiia  lurida,  Samp.  (comb.  i\.)\  Thalloidima  luri- 
dum,  Bagl.  —  Coimbra:  Sete-Fontes,  num  muro;  Lisboa:  Rabi- 
cha,  numa  parede. 

Talo  obscuro  ou  plúmbeo,  com  as  escamas  ramosas,  sub- 
fruticulosas,  de  divisões  roliças  ou  quási;  apotécias  nuas  ou 
pruinosas;   hipotécio  incolor  ou  levemente  amarelado;  himénio 
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K -(-  violáceo  no  cimo;  paráfises  bem  distintas,  I—;  ascas  \-j- 
azul;  esporos  hialinos-nubilosos,  fiisiíormes  ou  aciculares,  1-se- 
plados,  com  1  5-25  x  2-8  |x. 

Espécie  nova  para  a  nossa  flora.  Colhi  os  primeiros  exem- 
plares em  Lisboa,  a  28  de  abril  de  19  IG. 

34.' Biatorina  iiiteruiixta,  A.  L  Sm. — Elvas,  nas  cascas 
apodrecidas  das  oliveiías. 

Talo  muito  fino,  cinzento;  apotécias  medíocres,  escuras  por 
dentro;  pai'áfises  subdiíluentes,  grossas,  terminadas  cm  cabeça 
denegrido-violácea ;  ascas  com  8  esporos  hialino-nubilosos,  1-se- 
ptados,  geralmente  contraídos  ao  meio,  com  13- 1  7  X  5-7,5  |x. 

Espécie  nova  para  o  país.  Colhi  exemplares  a  1 3  de  maio  de 
1917. 

35.  Lccaiiia  sylvestris,  Arn.  (1885);  Dimerospora  sylvesliis, 
Syd.  —  Cintra  :  Castelo  dos  Mouros,  nas  pedras  calcáreas. 

Talo  imperceptível;  apotécias  pequenas,  castanhas  ou  cas- 
tanho-fuscas,  parecendo  à  primeira  inspecção  lecidcinas,  pre- 
cocemente convexas  e  às  vezes  um  pouco  calcívoras;  hipotécio 
incolor  ou  levemente  amarelado;  himénio  I-|- azul  +  vermelho- 
vinoso;  paráfises  engrossado-arliculadas  no  cimo;  ascas  clavi- 
formes,  com  8  esporos  hialinos,  t-septados,  com  10-13  x  4-5  jt. 

Espécie  nova  para  a  flora  portuguesa.  Colhi  os  exemplares 
em  23  de  agosto  de  1916. 

36.  Coloplaca  Incrustan^^,  Oliv.  —  Ponle  do  Lima:  Sá,  nas 
paredes;  Leça  de  Palmeira,  sobre  o  musgo  djs  muros;  llégua, 
na  argamassa  dos  muros. 

Talo  amarelo,  K -|-  vermelho,  formado  de  aréolas  granulíferas 
pelo  menos  nos  bordos,  irregulares  e  muito  pequenas  ;  apoté- 
cias vitelinas,  de  rebordo  menos  intensamente  corado,  K -f-  ver- 
melho; himénio  I -|-  azul;  paráfises  distintas,  apenas  um  pouco 
engrossadas  e  articuladas  no  cimo;  ascas  oblongas,  com  8  es- 
poros ovóides  ou  oblongos,  hialinos,  polocciados,  de  lóculos 
polares  pequenos  e  distantes,  com   10  15  X  7-10  [i. 

Nova  para  o  país.  (>olhi  os  primeiros  exemplares  cm  Leça,  a 
23  de  janeiro  de  1916. 

37.  Caloplaca  percrocata,  Jat.;  Lecanora  Lallavei,  Samp. 
in  Broteria,  xv,  136,  non  Nyl.  —  Heja,  sobre  as  pedras,  nos  arre- 
dores da  cidade. 

Talo    cinzento,     mais    ou    menos    farinoso,    subíigurado    nos 
VoL.  xm  — N.^a  3 
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bordos,  K — ;  apolécias  numerosas,  Termelho-subferrugíneas; 
ascas  com  8  esporos  oblongos,  de  12,5-1  b  X  7,5-9  |).,  Iiialinos, 
polocelados,  com  os  lúculos  amplos  e  baslante  aproximados. 

Colhi  os  exemplares  a  14  de  abril  de  1917.  Não  eslava  men- 
cionada em  Portugal  esta  espécie. 

"Sr. 

38.  Coloplaea  Lallavci,  Samp.  (comb.  n,);  Lecidea  Lalla- 
xei.  Ciem.;  Lecanora  Lallavei,  Nyl.  —  1'onte  do  Lima;  Sá,  nas 
paredes  (muito  rara). 

Talo  branco-leiloso,  vcrr\u'oso,  K  — ;  apolécias  numerosas, 
com  disco  vermelho-sanguíneo;  parúfises  levemente  engrossaílas 
e  articuladas  no  cimo;  ascas  com  8  esporos  elipsóides,  de 
13-15  X  6-8  |J.,  hialinos,  polocelados,  com  os  lóculos  amplos  mas 
distantes. 

Nova  para  o  país.  Colhi  exemplares  a  9  de  setembro  de  1916. 

39.  Caloplaca  ferrugiiiascens,  Oliv. — Vimioso,  sobre  os 
chislos  ardósicos. 

Talo  imperceptível;  apolécias  bastante  pequenas,  planas,  fer- 
rugíneas;  K -|-  violáceo;  paráfises  engrossado-arliculadas  no 
cimo;  ascas  com  8  esporos  elílico-acuminados,  hialinos,  polo- 
celados, de  lóculos  distantes,  com   10-12  X  4-6  [-).. 

Nova  para  o  país.  Foi  colhida  pelo  dr.  Júlio  Henriques,  em 
1917. 

40.  Biatorella  iu*ceolata,  Sleiner  (1910);  Sarcogyne  urceo- 
lata,  Anz.  —  Vimioso,  sobre  os  chislos  ardósicos. 

Talo  imperceptível;  apolécias  pequeníssimas,  urceoladas,  ne- 
gras, não  pruinosas;  hipotécio  incolor;  ascas  com  esporos  muito 
numerosos,  baciloides  ou  ovóides,  de  2,5-3  X  1-1,5  jjl. 

Nova  para  Portugal.  Colhida  pelo  dr.  Júlio  Henriques,  em 
1917. 

41.  Lecidea  lithopblla,  Ach.  —  Chaves:  Seixal,  nas  pa- 
redes. 

Talo  cinzento,  lartáreo,  delgado,  K — ,  com  ifas  não  amiloi- 
des;  apolécias  negras  mas  tornando-se  rapidamente  castanho- 
arruivadas  quando  humedecidas,  medíocres,  planas  ou  conve- 
xas, pálidas  ])()!'  dentro;  hipotécio  incolor  ou  levemente  amare- 
lado; paralises  distintas,  finas;  ascas  com  8  esporos  hialinos, 
simples,  ovóides,  de  lo-20X  9-1 1  |i. 

Apezar  dos  seus  esporos  maiores,  não  posso  deixar  de  referir 
h  L.  lithophila  a  planta  que  colhi  em  Chaves,  a  28  de  setembro 
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de   1917,  porque  llie  não  encontro  oulro  qualquer  carárler  que 
a  isso  se  oponha. 

Espécie  nova  para  o  país. 

'i2.  LiCoidea  lygasa,  Ach,  —  Serra  do  Gerez,  na  Burra- 
geira;  Serra  de  Cintra,  no  Castelo  dos  Mouros,  sobre  os  pe- 
nedos graníticos. 

Talo  escuro,  muito  delgado,  hs  vezes  finamente  gretado  e 
percorrido  por  linhas  negras  bem  visíveis  quando  humedecido; 
ifas  talinas  I — ,  apotécias  pretas  por  fora  e  claras  por  dentro, 
com  hipotécio  incolor  e  epitécio  subfuligíneo;  paráíises  não  vi^ 
sivelmenle  articuladas,  mas  um  pouco  engrossadas  e  obscure- 
cidas no  cimo;  ascas  claviformes,  com  8  esporos  ovóides,  em 
1-2  séries,  de  l-SXA-b\i. 

Nova  para  a  flora  portuguesa.  Colhi  os  primeiros  exemplares 
em  Cintra,  a  23  de  agosto  de  1916. 

43.  Lecidea  láctea,  lloerk.  —  Serra  da  Estrela,  sobre  as 
rochas  graníticas. 

Talo  cinzento,  gretado-areolado,  K+  amarelo  +  vermelho; 
ifas  talinas  amiloides  (1+  azul);  hipotalo  negro;  apotécias  es- 
curas, geralmente  planas  e  quási  rasas  com  o  lalo,  mas  às 
vezes  convexas  e  mais  salientes,  com  hipólécio  fuligíiico-amare- 
lado;  paráfises  subdifluentes,  não  articuladas,  mas  um  pouco 
engrossadas  na  ponta;  ascas  oblongo  clavadas,  sem  esporos 
formados. 

Espécie  nova  para  Portugal.  Colhi  os  exemplares  em  agosto 
de  1916. 

44.  Lecidea  couflaens,  Ach. — Bussaco,  sobre  as  pedras. 

Talo  cinzento  ou  esbianquiçado,  liso  e  muito  finamenie  gre- 
tado, com  ilas  1+  violáceo-avermelliadas;  hipotalo  ncgio;  apo- 
técias medíocres,  planas  ou  convexas,  negras,  co:u  hipotécio 
escuro;  paráíises  distintas,  não  articuladas:  ascas  com  8  esporos 
simples,  hialinos,  de  9-1 6  X  5-7,5  |j.. 

A  reacção  muito  caraterística  das  ifas  talinas  não  permite  con- 
fusões entre  esta  espécie  —  que  é  nova  para  o  país — e  a  Le- 
ciílea  contigua.  Colhi  os  exemplares  a  10  de  janeiro  de  1910. 

45.  Licciílea  aurieulata,  Fr.   íil.   vai-,  diducens  (Nyl.). — 

Serra  da  Estrela,  sobre  o  granito  ])orfiroide. 

Talo  reduzido  a  fragmentos,  pouco  perceptíveis,  poi-  baixo 
das  apolécias,  com  ifas  amiloides  (I-|-azuI);  apotécias  de  0,5-1 
niilím.   de  diâmetro,  planas  e  negras;    excípulo   K  -j-  violáceo; 
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liipotécio  ruligíneo-anegrado;  cpilécio  obscuro;  jjaráíises  con- 
gliitinadas;  ascas  claviformes,  com  as  paredes  muito  grossas  no 
rimo,  conlendo  8  esporos  hialinos,  subcilindricos,  simples,  de 
10-12,5X2,5-^1  [).. 

Nova  para  a  nossa  flora.  Colhi  os  exemplares  em  agosto  de 
1916. 

46.  Leeidca  populicola,  Samp.  (sp.  n.). —  Thallus  lenuis, 
cineteus  sícuí  hijpolliullus,  /iyp/ii&  I  — ;  apothecia  parva,  cum 
0,3-0,6  milini,  lai.,  castaneo-rubella,  prh/m?»  plana  el  mar^inala, 
demiim  convexiuscula  absque  margine;  hypothecium  incoloratum ; 
paiaphyses  liberae,  ténue,  nec  clavalae  ixeque  ailiculalae;  asca  cla- 
vala,  sporis  8  hyalmis,  ovoideis,  simplicibus:  10-13X6-7 ,5  \i..  Ad 
coilices,  ciica  Conhnbricam. 

Semelha  particularmente,  pelo  aspecto,  a  Bialora  Decandollei 
Hepp,  mas  o  hipolalo  é  claro  e  as  apotécias,  em  regra  maiores, 
tornam-s(*  escuras  quando  molhadas,  ao  passo  que  na  espécie 
de  Hepp  adquirem  uma  còr  mais  viva.  Da  Lecidea  sylvana  Fr. 
fd.  difere  ainda  mais  consideravelmente,  assim  como  de  todas 
as  espécies  descritas  do  grupo  da  Lecidea  vernalis. 

Colhida  a  1  5  de  fevereiro  de  1918. 

4  7.  Lecidea  opaca,  Duf.  —  Coimbra:  nos  montes  de  S.*^^ 
Clara,  sobre  as  lochas  calcáreas,  e  em  Sete  Fontes,  nas  pedras 
calcáreas  de  um  muro  velho. 

Talo  íigurado-i"osulado,  areolado  no  meio  e  lobulado  nos 
bordos,  caslanho-aT»egrado ;  apotécias  prelas,  com  hipotécio 
fusco;  parafises  curtas,  grossas,  articuladas,  capitado-obscuras 
no  cimo;  ascas  pequenas,  subclaviformes;  esporos  estreitos, 
alongados,  simples,  hialinos,  com  7,5- 12  X  4-5  |x. 

Planta  nova  para  a  flora  portuguesa,  colhida  a  16  de  feve- 
reiro do  ano  corrente  (1918),  nas  localidades  indicadas.  Convém 
observar  que  a  nossa  planta,  comparada  com  os  exemplares 
n.®  55  da  «Kryptogamae  exsiccatae»,  apresenta  um  aspecto 
particular,  pelo  seu  talo  mais  espesso  e  os  lóbulos  da  periferia 
muito  curtos  e  proporcionalmente  mais  largos. 

48.  Pertasaria  trifera,  Nyl.  —  Nas  árvores:  Ponte  do  Lima 
(Sá);  Monchique  (perto  da  povoação). 

Talo  ténue,  cinzento,  subepidérmico,  K+  amarelo  ou  ocáceo; 
verrugas  salientes,  não  ou  pouco  apertadas  na  base,  com  1-4  os- 
tíolos;  ascas  lineares,  \-\-  azul,  com  1-3  esporos. 

Esta  planta,  que  é  nova  para  a  nossa  flora,  constitui  prova- 
velmente uma  simples  variedade  da  Pertusaria  leioplaca  Schaer., 


37 


da  (jiial   difere    fundaiiientalinenlc    pela  reacção  do  talo  e  pelo 
número  de  esporos. 

49.  Pertusaria  leacoí^ttoma,  Mass.  —  P<')voa  de  Lanhoso: 
S.  Gens,  nas  árvores. 

Talo  esbranquiçado,  rngoso,  K  — ;  verrugas  férteis  salientes, 
muito  apertadas  na  base,  com  1-7  ostíolos  situados  em  depres- 
sões claras  ou  levemente  róseas;  ascas  lineares,  I-j-  azul,  com 
4  esporos. 

Difere  da  Pert.  leioplaca,  principalmente  pelo  talo  esbranqui- 
çado, mais  espesso,  não  subepidérmico,  e  pelas  verrugas  maiores 
e  contraídas  na  base. 

Nova  para  a  flora  portuguesa.  Colhi  exemplares  em  9  de  ja- 
neiro de  1903. 

50.  Pertusaria  leptospora,  Nitsch.  —  Monchique,  nos  cas- 
tanheiros perto  da  povoação. 

Talo  cinzento,  rugoso,  K  -f  vermelho  ou  ferrugíneo  (depois 
de  mais  ou  menos  tempo);  verrugas  férteis  truncadas,  com  os 
ostíolos  largos  mas  geralmente  ocultos  por  uma  camada  fari- 
nosa;  ascas  monospóricas;  esporos  de  120-180  X  35-50  [i. 

Apenas  difere  da  Perl.  muUípuncia  Nyl.,  de  que  certamente 
é  uma  simples  variedade,  pela  sensibilidade  do  talo  para  K  e 
pelos  esporos  pioporcionalmente  estreitos,  Nova  para  o  país. 

51.  Liecanora  versicolor,  Ach.  —  Bragança;  Penacal,  a  sul 
de  S.  Pedro  de  Sarracenos,  nas  rochas  calcáreas. 

Talo  figurado-rosulado,  com  os  lóbulos  periféricos  claros  ou 
levemente  amarelados,  mas  cobertos  de  uma  branca  pulveru- 
léncia  granuliforme ;  apotécias  pequenas,  planas,  com  disco  cas- 
tanho ou  avermelhado;  hipolécio  incolor;  ascas  com  8  esporos 
ovóides,  simples,  hialinos,  de  9-1 1  X  5-5,5  ji., 

Nova  para  a  flora  portuguesa.  Foi  colhida  pelo  prof.  Castro 
Portugal,  na  localidade  indicada,  em  setembro  de  1915. 

52.  Cladonia  follata,  Wain.  —  Ponte  do  Lima:  perto  de  Sá. 
Difere  da  Cladonia  decorticata,  Spreng.    principalmente  pelo 

aspecto  e  pelas  podécias  muito  escamoso-foliáceas,    K  +  ferru- 
gíneo-avermelhado.    Uma   e  outra    distingucm-se    bem  da  Clnd. 
squamosa,  IIoíl".  pelas  |)odécias  com  j)arcdes  i"clativamente  gros- 
sas, de  cavidade  muito  csti'eita  e  sen)pre  fechada. 
Nova  para  a  nossa  flora. 

53.  Cladouia  cariosa,  Spreng.  —  Bragança:  margem  da 
estrada  de  França,  na  terra. 
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Filocládias  persistentes;  podécias  pequenas,  corticadas,  fen- 
dido-abertas,  com  escamulas  rudimentares  ou  granulifoimes, 
K -|-  amarelo  permanente,  como  as  filocládias;  apotécias  casta- 
nhas. 

Colhi  os  exemplares  a  10  de  setembro  de  1915.  A  planta 
do  herbário  Isaac  Newton  citada  com  esta  designação  pertence 
a  outra  espécie. 

54.  Cladonia  glauca,  Floerk. — Póvoa  de  Lanhoso:  S.  Gens. 

Difere  da  Clad.  cefioiea,  Schaer.,  de  que  a  julgo  meia  varie- 
dade, pelas  podécias  delgadas,  assoveladas  ou  com  scifos  es- 
treitos e  geralmente  ramificados  nos  bordos. 

Nova  para  o  país.  Colhi  os  exemplares  em  outubro  de  1902. 

55.  Cladonia  sabtnrgida,  Samp.  (sp.  n.). — Jffinis  Clado- 
niae  turgidae,  sed  ab  ea  praecipue  diffei't  habitu  valde  alieno^  po- 
deliis  multo  brevioribus  et  phijllocladiis  permlentibus.  Ad  lenam 
circa  (.(Barca  d'Alva^i. 

A  planta  tem  o  aspecto  da  Clad.  cervicornis,  mas  difere  pro- 
fundamente desta  espécie  pelas  filocládias  não  papilosas  por 
cima,  K -j-  amarelo  em  ambas  as  páginas,  pelas  podécias  muito 
diversas,  com  axilas  abertas  ou  scifos  perfurados  e  divididos 
no  cimo  em  ramos  curtos  e  férteis. 

Colhi  esta  interessantíssima  e  inconfundível  Cladonia  a  13  de 
dezembro  de  1916. 

56.  Parmelia  exasperatnla,  Nyl.  —  Cliaves:  Seixal,  nas 
oliveiras  (rara). 

Talo  oliváceo-subesverdeado,  pálido  por  baixo,  insensível  aos 
reagentes  e  provido  de  excrescências  verruciformes,  que  por 
íim  se  tornam  isidiformes  e  geralmente  ramosas,  mais  ou  menos 
abundantes. 

Espécie  nova  para  Portugal.  Colhi  os  exemplares,  no  lugar 
indicado,  a  28  de  setembro  de   1917» 

Porto,  maio  de  1918. 
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LcciANO  A.  Pereika  da  Silva:  A  Aslronomia  dos  Lusíadas.  1  vol., 
4.°,  de  xv+2;^0  páginas.  Separata  da  Revistada  Universidade 
de  Coimbra,  vols.  ii  iv.  Coimbra,  Imprensa  da  Universidade, 
1915. 

Sob  os  mais  fagueiros  auspícios  se  iniciou  e  progrediu  a 
nova  e  brilhante  Revista  da  Universidade  de  Coimbra,  conse- 
guindo imediatamente  captar  todas  as  simpatias  dos  estudiosos, 
pelo  interesse  dos  assuntos  tratados,  pela  competência  mani- 
festa dos  seus  autores,  e  pela  perfeita  e  artística  execução  e 
aparência.  Entre  tantos  excelentes  artigos  que  logo  inseriu,  evi- 
denciaram-se,  já  a  partir  do  segundo  volume,  os  que  tinham 
por  título  Astronomia  dos  Lusiadas.  pelo  professor  de  Mecânica 
celeste  dr.  Luciano  P.  da  Silva. 

Se  a  especialidade  scientífica,  de  que  esse  estudo  tratava, 
apenas  a  um  restrito  número  de  leitores  fazia  apelo,  por  ser 
infelizmente  ainda  escasso  o  número  dos  adeptos  da  sciência 
astronómica,  mormente  entre  nós,  bastava  porém  o  nome  de 
Camões  para  chamar  sobre  êle  a  atenção  de  quantos  se  prezara 
de  portugueses.  E  ao  verem,  uns  e  outros,  a  forma  clara,  apro- 
priada e  elegante  como  o  autor  ia  encarando  e  versando  a  ques- 
tão, com  uma  competência,  uma  erudição,  e  uma  pureza  de 
linguagem  que  desde  logo  se  impunham  à  atenção  e  ao  agrado 
dos  leitores,  foi-se  avolumando  o  número  destes,  afirmando-se 
cada  vez  mais  o  valor  deste  trabalho. 

Depois  foram  estes  artigos  reunidos  em  volume,  e,  alcan- 
çando assim  n)aior  divulgação,  vieram  suscitar  em  toda  a  parle 
os  mais  favoráveis  comentários  consagrando  a  obra  como  de 
aho  interesse,  não  unicamente  para  os  astrónomos,  nem  para 
os  admiradores  de  Camões,  nem  ainda  para  todos  os  portu- 
gueses: o  interesse  desse  estudo  é  absolutamente  geral,  como 
disse  um  dos  seus  mais  notáveis  apreciadores. 

De  fado  assim  é.  E  lá  vamos  cair  na  grande  verdade  que 
tanto  nos  deve  perenemente  orgulhar:  o  poema  de  Camões 
não  circunscreve  o  seu  âmbito  às  glorias  nacionais,  mas  verda- 
deiramente  abrange   a   iiislória   do   progresso   da   humanidade 


40 


culla,  no  período  mais  decisivo  da  sua  expansão  mundial,  ao 
entrar  na  idade  inoclcrna.  «Imortal  é  o  Camões,  mas  é  imortal 
para  os  seus,  imortal  j)ara  os  cstranlios.  Para  os  seus,  porque 
em  versos  admiráveis  narra  as  empresas  em  que  foram  prota- 
gonistas. Imoital  para  os  estranhos,  porque  os  feitos,  que  re- 
conta, são  o  berço  onde  incubou  fecunda  a  novíssima  civiliza- 
ção.» (*) 

Temos  nós,  portugueses,  com  efeito,  um  singular  e  raro  privi- 
légio :  o  de  possuirmos  um  poema  em  que  respiram  ao  mesmo 
tempo  a  pátria  e  a  humanidade,  a  glória  privativa  de  um  só 
povo,  e  o  destino  comum  de  uma  inteira  civilização.  Luís  de 
Camões,  scjbre  ser  um  grande  poeta,  foi  um  espírito  de  funda 
e  fina  cultura.  O  que  se  sabia  em  seu  tempo,  nas  letras  e  nas 
scièncias,  soube-o  èle.  E,  como  nota  um  estrangeiro,  que  o 
dr.  Luciano  P.  da  Silva  justissimamente  cita  (2),  essa  sciència, 
essa  erudição  do  poeta,  esses  vastos  conhecimentos  tanto  da 
literatura  clássica  como  da  do  seu  tempo,  em  diversas  línguas, 
tudo  isso  èle  o  adquiriu  na  Universidade,  nessa  Jlma  Maler 
coimbrã,  cuja  tradição  gloriosa  tem  neste  filho  dilecto  um  per- 
pétuo documento  da  influência  e  da  eficiência  pujantíssimas  que 
tinha  atingido  já.  O  discípulo  era  excepcional,  decerto.  Mas  a 
escola  que  o  formou  era  perfeita,  pois  que  êle  outra  não  teve, 
e  essa  lhe  bastou  para  assim  se  afirmar  um  humanista  e  um 
homem  de  sciència  impecável. 

Impecável,  sim.  E  essa  a  noção  que  ressalta  essencialmente 
de  todos  os  estudos  que  sob  diversos  aspectos  tem  sido  feitos 
do  poema,  especialmente  sob  o  ponto  de  vista  das  alusões 
scientíficas,  em  que  pese  a  tacanha  apreciação  de  qualquer  dis- 
farçado zoilo.  Não  recordaremos  aqui  ter-se  provado  que  o 
poeta  conhecia  bem  dezenove  autores  gregos  e  latinos,  lidos 
nos  originais,  porquanto  deles  não  existiam  tiaduções,  e  que 
igualmente  lhe  eram  familiares  todos  os  bons  escritores  coevos, 
nacionais,  italianos  ou  espanhóis.  Assentemos  apenas  que,  no 
campo  da  sciència,  então  em  todo  o  vigor  da  sua  emancipação 
das  peias  medievais  e  aristotélicas,  èle  tinha  o  condão  máximo, 
verdadeiro  critério  da  inteligência  e  de  conhecimentos  sólidos 
e  seguros,  em  assuntos  alheios:  a  absoluta  exactidão. 

Discretamente,  com  sobriedade,  porque  acima  de  tudo  tinha 
o  sentimento  poético,  mas  em  todo  o  caso  sem  concessão  alguma 
à  forma  em  detrimento  do  rigor  ou  sequer  da  impropriedade 


(1)  Latino  Coelho,  Panegírico  de  Luís  de  Camões. 

(*)  K.  Garland  Jayne,  Vasco  da  Gama  and  his  successors. 
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de  termos,  ôle  incluiu  nos  Limadas  todas  as  noções  gerais,  ex- 
tensas e  exactas,  de  tudo  quanto  então  se  sabia  c|ue  se  pudesse 
relacionar  com  a  acção  do  poema,  c  portanto  com  a  glória  dos 
portugueses,  porisso  que  cem  anos  de  descobrimentos  o  tinbam 
valorisado  ou  desvendado  li  tenacidade  beróica  ou  h  bem  orien- 
tada perspicácia  dos  nossos. 

Isto  nos  mostra  por  exemplo  essa  preciosa  Flora  dos  Lusiadas 
do  Conde  de  Ficallio.  «Não  se  demora  em  descrições  longas: 
um  epíteto,  uma  frase  curta,  raras  vezes  mais  de  um  verso,  é 
tudo  quanto  encontramos  relativamente  a  cada  produto  vegetal. 
Mas  esse  epíteto  ou  essa  frase  mostram  um  conbecimento  se- 
guro da  natureza  da  substância.»  E  depois  de  citar  vários 
exemplos  comprovando  esta  asserção,  continua:  «Sem  nos  de- 
morarmos a  examinar  a  beleza  literária  das  expressões,  sóbrias 
6  enérgicas,  ou  a  feliz  escolba  dos  termos,  devemos  no  entanto 
notar  o  seu  rigor,  verdadeiramente  .scientífico.  Não  ha  a  notar 
um  sacrifício  à  medida  ou  à  rima,  não  há  um  epíteto  vago;  o 
escritor  sabe  sempre  conciliar  as  exigências  da  forma  poética, 
com  a  nitidez  correcta  de  uma  dia<^nose.i> 

Tomou  o  dr.  Luciano  l\  da  Silva  sobre  si  a  louvável  tarefa, 
brilhantemente  levada  a  cabo,  de  investigar  e  pôr  na  devida 
luz  o  alto  merecimento  enciclopédico  do  poeta,  pelo  que  res- 
peita às  alusões  a  essa  primogénita  de  todas  as  sciéncias,  a 
Astronoujia,  que  a  um  país  de  navegadores  tanto  cuidado  me- 
recia, e  tantos  aperfeiçoamentos  deveu.  Como  recentemente  se 
tem  demonstrado  pelas  felizes  e  criteriosas  exumações  de  olvi- 
dados documentos,  realizadas  por  outro  benemérito  e  patrió- 
tico investigador,  o  sr.  Joaquim  Bensaude,  e  como  já  o  dissera, 
com  a  sua  indiscutível  e  alia  autoridade,  o  nosso  grande  Pedro 
Nunes:  «estes  descobrimentos  de  costas,  ilhas  e  terras  firmes 
não  se  fizeram  indo  a  acertar:  mas  partiam  os  nossos  nave- 
gantes mui  ensinados  e  providos  de  instrumentos  e  regras  de 
astrologia  e  geometria...». 

Para  isso  congregara  o  infante  D.  Henrique  os  cartógrafos 
malhorquinos,  os  pilolos  genoveses,  os  cosmógrafos  judeus,  os 
marcantes  de  toda  a  parte;  para  isso  fundara  D.  João  II  ajunta 
dos  matemáticos,  mandara  calcular  táboas  astronómicas,  inven- 
tar instrumentos;  para  isso  perconeram  os  emissários  do  prín- 
cipe perfeito  as  regiões  do  Oriente.  Lá  fora  Pcro  da  Covilhã 
pelo  Egito  e  pela  Arábia  até  Calecut  e  Sofala  desbravar  a  rota 
que  triunfalmente  seguiu  depois  Vasco  da  Gama.  Nenhum  re- 
curso, nenhuma  informação,  ou  material,  ou  scientífica,  ou  di- 
plomática, por  mais  rudes  que  fossem  nesse  tempo,  deixaram 
no  entanto  de  ser  facultados  aos  nossos  descobridores,  ilumi- 
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nando-lhes  os  mares  tenebrosos  e  impérvios,  animando-lhes  a 
perseverança  indómita  nas  mais  difíceis  empresas,  ao  impulso 
desses  ideais  supremos,  «a  Vé  e  o  Intpéiio»:  a  expansão  polílico- 
-comereial,  e  a  cruzada  crislã. 


/A  aslro7iomia  dos  Lusíadas!  Quantos  dos  muitos  portugueses 
que  os  conhecem  só  de  fama,  ou  por  uma  rápida  leitura  de 
alguiís  trechos  mais  famosos,  imaginarão  sequer  haver  neste 
a(lmii'ável  poema,  assuntos  astronómicos  que  justifiquem  um 
estudo  especial?  E  até  dos  que,  por  um  conhecimento  menos 
superficial  tia  obra  excelsa,  ou  por  um  particular  pendor  astro- 
nómico, sabem  realmente  que  o  egrégio  poeta  também  entre 
«aquelas  batalhas,  aquelas  aventuras,  aquelas  histórias  de  amo- 
res, aquelas  sccnas  todas,  tão  naiurais,  tão  bem  pintadas»  (^), 
também  entre  isso  tudo  soube  entiessachar  tesoiros  do  seu 
saber  concernente  à  mais  bela  e  mais  antiga  das  sciéncias  de 
observação;  desses  mesmos,  contudo,  a  maioria,  orgulhosos  da 
moderna  sciéncia,  ufanando-se  com  o  muito  que  ela  se  avantaja 
às  concepções  de  outras  eras,  mesquinhamente  ciosos  de  repelir 
como  ignorância  tudo  quanto  antes  se  descobrira  mas  não 
condiz  com  a  última  norma  assente  do  saber  humano;  se  con- 
cedem generosamente  a  Camões  uma  cultura  vasta  na  Astro- 
nomia que  estudara  em  Coimbra,  desdenhosamente  a  põem  con- 
tudo para  o  lado,  por  não  a  verem  vasada  nos  moldes  coper- 
nicanos  — então  apenas  saídos  do  canqjo  das  especulações  hipo- 
téticas— ;  e,  sob  a  incriminação  de  se  filiarem  em  Ptolomeu, 
deitam  in  litnine  ã  margem  essas  noções  da  sciéncia  do  uni- 
verso, com  o  labéu  de  «simplesmente  fantásticas»  como  disse 
com  tão  cortante  leviandade  Oliveira  Martins! 

iNão ;  a  sciéncia  de  Camões,  a  flux  derramada  pelas  estrofes 
fulgurantes  do  seu  poema  imortal,  não  é  fantástica  em  nenhuma 
das  suas  manifestações!  Longe  disso:  é  exacta,  é  precisa,  é  mi- 
nuciosa, e  nem  o  laconismo  que  o  contexto  da  obra  lhe  impõe, 
nem  a  licença  poética  (por  outros  tão  a  miude  invocada  como 
simples  desculpa  de  insuficiências  imperdoáveis),  o  levam  jamais 
a  ser  menos  preciso  ou  menos  cuidadoso  na  escolha  do  termo 
próprio  scientífico,  ou  no  rigor  dos  factos. 

INão;  a  cosmografia  dos  Lusiados  não  é  fantástica:  é  simples- 


(1)  Garrett,  Viagens  na  minha  terra. 


43 


mente  a  que,  até  ao  seu  tempo,  explicava  cabalmente,  e  per- 
mitia pi"cdizer  e  calcular,  os  fen(')merios  astronómicos,  com  a 
seg^ui-anca  e  a  perfeição  até  então  possíveis.  E  essa  concepção 
do  mundo  universal,  era  para  esses  (ins  tão  perfeita,  tão  bem 
engenhada,  tão  harmónica,  que  ainda  hoje,  nas  túboas  astronó- 
micas dos  movimentos  do  Sol,  da  Lua,  dos  Planetas,  ainda  a 
disposição  geral  é  quasi  identicamente  a  mesma  como  a  que  se 
usava  no  tempo  de  Camões,  por  exemplo  nas  táboas  Alfonsinas, 
ou  nas  táboas  Hegiomontanas,  conglobando  sob  a  fornia  mais 
piática  as  leis  imutáveis  que  até  então  a  inteligência  humana 
lograra  descobrir  e  assentar  em  bases  tão  sólidas  que  neste 
particular  ainda  perduram.  A  disposição  geral  das  táboas  é 
ainda  hoje  a  mesma,  repetimos,  e  basta  pai-a  isso  confrontá-las, 
ainda  que  perfuntoriamente. 

E  certo  que  a  concej)ção  filosófica  primordial  em  que  todo 
esse  imenso  cabedal  scientífico  se  julgava  estribado,  foi  subsli- 
tuida  por  outra  inteiramente  diversa,  desde  que  as  observações 
perfeitíssimas  de  Tico  Brahe,  a  invenção  dos  instrumentos 
dioptricos  e  o  génio  de  Copérnico  puderam  fazè-la  surgir  e 
comprová-la:  mas  se  essa  nova  concepção  exj)licou  melhore 
muitíssimo  mais  simplesmente  os  fenómenos  conhecidos,  não 
logrou  simplificar  o  cálculo  dos  movimentos  celestes;  antes 
pelo  contrário,  progredindo  em  perfeição  passou  a  considerar 
novos  elementos,  novas  pertuibações,  novos  lermos  nas  ex- 
tensas fórmulas;  sem  invalidar  os  precedentemente  usados, 
dando  lhes  apenas  uma  significação  diferente;  sem  alterar  sen- 
sivelmente o  seu  valor  numérico,  ou  a  maneira  de  os  intro- 
duzir no  cálculo. 

Não  era  pois  fantástica,  não,  a  noção  do  Universo  que  Ca- 
mões com  rara  precisão  expoz  nos  trechos  do  seu  poema  em 
que  a  tal  se  refere.  Era,  em  primeiro  lugar,  a  sciència  então 
professada  universalmente;  era  a  que  satisfazia  a  todas  as  ne- 
cessidades da  observação  tais  como  ainda  hoje,  e  sempre,  os 
aspectos  do  Céu  a  indicam  aparentemente  aos  nossos  olhos  terre- 
nos. A  explicação  mais  profunda  das  suas  causas  e  efeitos  não 
era  a  que  hoje  domina,  mas  também  esta,  que  tanto  nos  envai- 
dece, não  será  decerto  a  definitiva...  Como  muito  bem  diz  o 
dr.  Luciano  P.  da  Silva,  «tal  é  o  destino  das  teorias  scientíficas 
que,  sendo  simples  resumos  de  factos  observados,  se  vão  mo- 
dificando com  o  aperfeiçoamento  dos  meios  de  observação  e  o 
conhecimento  de  novos  fíictos...  E  continuar -se  há,  sem  que, 
nos  séculos  futuros,  as  nossas  teorias  de  agora  possam  ser  clas- 
sificadas de  fantásticas». 

Nem  seria  justo  arguir  Camões  por  não  ter  abraçado  a  teoria 
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do  célebre  livro  De  Revolutionibus  orbium  coeleslium,  publicado 
em  1513.  Essa  doutrina,  longe  de  ser  imediatamente  aceite 
pelos  sábios,  foi  até  ao  século  xvii  objecto,  entre  eles,  de  afer- 
vorada controvérsia.  «Não  se  pode  exigir  de  Camões  o  que  não 
fez  o  profundo  matemático  Pedro  Nunes,  que,  conhecendo  a 
teoria  de  Copérnico,  continuou  seguindo  a  de  Ptolomeu»  até 
ao  fim  da  vida. 

Tem  mesmo  o  dr.  Luciano  P,  da  Silva,  como  corolário  e  re- 
mate do  seu  estudo,  a  opinião  de  que  se  deveriam  aproveitar 
os  Lusia(/as,  nas  escolas,  para  o  ensino  não  só  da  literatura  e 
também  da  história  mas  ainda  da  cosmografia,  e  até  da  mecâ- 
nica celeste,  cujo  curso  na  Universidade  o  ilustie  professor 
costuma  iniciar  por  um  bosquejo  histórico  em  que,  a  propósito 
do  sistema  de  Ptolomeu,  lè  aos  seus  alunos  «alentos  com  pra- 
zer, e  vivamente  interessados»  as  estâncias  do  Canto  x  em  que 
se  descreve  a  máquina  do  mundo.  As  observações  elementares, 
pelos  processos  dos  nossos  pilotos  quinhentistas,  parecfm-lhe 
igualmente  de  reproduzir  nas  aulas  práticas,  dando-lhes  essa 
feição  socrática,  ou  antes  euristica,  que  tanto  favor  vai  lendo  em 
pedagogia.  Ora,  dado  o  absoluto  escrúpulo  de  exactidão  que  em 
qualquer  sciéncia  mostra  o  nosso  imortal  épico,  sem  dúvida  se 
afigura  plausível,  e  de  seguir,  esta  patriótica  e  formosa  sugestão 
de  tão  experimentado  e  distinto  professor.  Como  muito  bem 
diz,  não  é  obstáculo  a  isto,  pelo  que  respeita  à  astronomia,  a 
feição  ptolomaica  da  exposição  camoneana.  Pela  observação  di- 
recta dos  fenómenos  celestes  o  aluno  é  primeiro  levado,  fatal- 
mente, a  esta  concepção,  que  depois,  naturalmente,  dará  lugar 
as  inlerpretações  actuais. 


Mas  passemos  a  acompanhar  o  autor  no  seu  erudito  e  ameno 
comentário,  cingindo-nos  mais  de  perlo  à  ordem  dos  respec- 
tivos capítulos. 

Inicia-se  o  trabalho  por  uma  apreciação  de  alta  e  insuspeita 
autoridade  sobre  o  mei'ecimento  scienlifico  de  Camões :  é  a 
de  Humboldt  de  quem  o  auior  traduz  o  texto  onde,  refe- 
rindo-se  ao  nosso  poeta,  enaltece  o  encanto  da  sua  obra  e 
«a  precisão  na  pintura  dos  fenómenos  físicos»,  não  já  somente 
isolados,  como  a  tempestade  de  Canto  vi,  a  tromba  marilima, 
os  fogos  de  Santelmo,  mas  ainda  quando  abrange  quadro  mais 
vasto,  por  exemplo  a  descrição  admirável  da  Europa  no  canto  iii, 
e  a  de  toda  a  imensa  máquina  do  mundo,  ainda  mais  grandiosa, 
no  Canto  x. 
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Segue  o  dr.  Luciano  P.  da  Silva  referindo-se  miudamente  a 
essa  concepção  do  Universo,  tal  como  era  compreendida  no 
tempo  de  Camões.  É  o  sistema  chamado  de  IHolomeu,  já  po- 
rém elevado  a  um  grau  de  perfeição  que  o  célebre  alexandrino 
não  sonhara  sequer,  e  que  permitia,  como  dissemos,  calcular  e 
predizer,  com  um  rigor  mais  do  que  suficiente,  os  movimentos 
e  as  posições  aparentes  dos  astros.  A  aplicação  do  telescópio 
dióptrico  às  medições  astronómicas  estava  ainda  na  grande 
massa  dos  impossíveis;  os  meios  mais  peileitos  de  que  dispu- 
nham para  a  observação  os  astrónomos,  ou  os  navegadores, 
eram,  hlèm  da  insuficiente  baleslilha,  os  instrumentos  de  pinu- 
las,  ou  fossem  os  ponderosos  círculos  e  quadrantes  de  vários 
metais  usados  pelos  árabes  e  por  Tico  Brahe,  ou  os  ligeiros  e 
quási  sempre  artísticos  astrolábios  (que  o  nosso  autor  também 
mais  recentemente  tomou  para  assunto  de  carinhoso  e  revelador 
estudo)  substituídos  na  prática  geral  das  navegações  pelos  seus 
rudes  congéneres  de  páu,  que  há  pouco  tem  sido  tão  engenho- 
samente reproduzidos  pelo  nosso  Instituto  Superior  Técnico. 

Esforçavam-se  os  cultoies  da  sciéncia  dos  astios  —  da  Eslre- 
lomia,  como  dizem  os  vetustos  cronistas  em  sua  pitoresca  lin- 
guagem,—  por  atingir  maior  perfeição  inventando  métodos  de 
observar,  ampliando  as  dimensões  dos  limbos  graduados,  en- 
genhando artifícios  como  foram  as  transversais,  o  nónio  primi- 
tivo de  Pedro  Nunes  ou  os  seus  derivados  •,  mas  a  pecha  ori- 
ginal permanecia:  as  pontarias  por  pínulas  eram  impossíveis  de 
melhorar.  Pouco  faltava  porém  para  se  dar  o  passo  decisivo  da 
utilização  da  luneta  para  esse  fim,  obra  da  primeira  metade  do 
século  xvn  (*). 

O  que  é  certo,  entretanto,  — prova-o  aqui  o  nosso  autor  — 
é  conhecer  Camões  a  fundo,  nas  suas  mínimas  particularidades, 
a  complicada  teoria  que  derivara  successivamente  do  sistema 
geocêntrico  de  Ptolomeu,  e  que  perfeitamente  satisfazia  — repi- 
tamo-lo, porque  nunca  é  demais  insistir  hoje  neste  facto  — a 
todas  as  exigências  da  interpretação  teórica  dos  factos  de  obser- 
vação conhecidos,  e  da  respectiva  pi-edição.  Os  seus  únicos 
óbices,  que  no  entanlo  já  iam  pezando  no  espírito  dos  seus 
cultores  mais  lúcidos,  eram  a  sua  extraordinária  complicação 
e  a  dificuldade  de  iuiaginar  essa  estranha  quinta  essência,  ti  ma- 
téria que  permitia  existirem,  moverem-se,  e  talvez  até  penetra- 


(1)  Generini  entro  1G23  e  1G33  foi  talvós  o  primeiro  que  substituiu  uma 
luneta  às  pínulas.  O  retículo,  complemento  iudispcusilvcl,  foi  usado  por 
Gascoigue  em  1G40. 
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rem-se  mutuamente  essas  esferas,  esses  epiciclos,  êsess  defe- 
rentes, Ioda  essa  rodag;cm  maravilhosa,  invisível  mas  solidissima, 
que  conduzia  ou  guiava  no  espaço,  o  Sol,  a  Lua,  os  planetas. 
Já  Afonso  o  Sábio,  segundo  a  lenda  bem  conhecida,  dissera 
que  se  tivesse  assistido  à  Creação  do  mundo,  teria  dado  ao 
Creador  alguns  conselhos  que  simplificariam  tão  emaranhada 
obra.  Já  muito  antes  Aristarco  linha  adivinhado  a  hipótese  he- 
liocêntrica. INIas  o  que  é  certo  é  que  esses  clarões  de  algumas 
inteligências  privilegiadas,  nunca  tinham  dissipado  as  trevas 
que  obnubilavam  o  problema.  Com  a  autoridade  de  quinze  sé- 
culos, a  magistral  exposição  de  Ptolomeu,  o  Almagesto  dos 
árabes,  era  a  base  ainda  da  astronomia  prática. 

Assiuí,  o  nosso  autor,  com  uma  clareza  rara,  c  que  só  o  ver- 
dacleiro  saber  alcança,  prossegue  descievendo-nos  e  comen- 
tando o  livro  clássico  que  entre  nós  servia  então  ao  ensino  e  a 
exposição  dos  factos  astronómicos,  o  célebre  Tratado  (ia  Spheia 
de  Pedro  Nunes  «a  grande  autoridade  na  sciència  astronómica», 
de  reputação  europeia.  E  reproduzindo  em  nítidas  estampas 
algumas  das  páginas  e  figuras  curiosíssimas  desse  vetusto  e  ve- 
nerando monumento  scientífico  e  bibliográfico,  vai-nos  expli- 
cando, com  um  encanto  de  verdadeiro  artista,  essas  figuras  e 
esses  termos,  que  hoje  nos  parecem,  pelo  desuso,  tão  bárbaros 
e  obscuros, — excêntricos,  deferentes,  epiciclos,  auges,  equan- 
tes,  —  e  que  no  entanto  encerravam  já  uma  tão  profunda  scièn- 
cia, positiva  e  prática.  E  a  par  e  passo  vamos  vendo,  por  cita- 
ções do  poema,  que  sempre  e  em  toda  a  parte,  Camões  se 
refere  a  essas  noções  scientíficas  com  o  mais  absoluto  rigor, 
ainda  quando,  na  sua  tão  discutida  mistura  da  mitologia  com  a 
realidade,  alude  aos  deuses  que  deram  os  nomes  aos  corpos 
celestes.  Assim  Vénus  é  recebida  como  soberana  «na  terceira 
esfera»,  quando  se  dirige  a  implorar  de  .lúpiter  «no  sexto  céo» 
a  protecção  aos  portugueses.  Ora  lá  está  no  tratado  de  Pedro 
Nunes,  com  efeito,  o  planeta  Vénus  ocupando  o  terceiro  orbe, 
e  Júpiter  o  sexto. 

Outra  obra  notável  do  tempo,  foi  decerto  também  conhecida 
por  Camões :  é  a  Margarita  Philosophica  de  Reisch ;  e  pode-se 
com  segurança  presumir  que  algumas  vezes  éle  terá  manuseado 
o  livro  indispensável  aos  navegadoics,  o  célebre  Almanacli  per- 
petuiun  do  judeu  Zacuto,  traduzido  ainda  antes  da  viagem  do 
Gama  por  mestre  José  Vizinho,  Sobre  estas  obras,  bem  como 
sobre  outras  igualmente  notáveis  da  sciència  quinhentista  em 
Portugal,  dá-nos  o  autor,  de  passagem,  interessantes  e  eruditas 
notícias  bibliográficas;  tais  são  o  célebre  De  Sphaera  de  Sacro- 
bosco  e  as  Theoricae  planei arum  de  Purbachio,  que  um  e  outro 
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foram  as  origens  do  Tratado  de  Pedro  Nunes •,  a  Chrono^raphia 
de  Hieronynio  de  Chaves:  as  Jnnotationi  de  Mauro  Fiorenlino; 
o  Repertório  dos  têpos  de  Valentim  Fernandes.  Delas  transcreve 
trechos  e  reproduz  estampas  que  explicam,  elucidando-as,  as 
descrições  ílo  poema  e  a  extraordinária  propriedade  dos  lermos 
nele  empregados. 

Não  podemos  ceder  ao  desejo  que  teríamos  de  ir  acompa- 
nhando trecho  por  trecho  esta  luminosíssima  exposição,  na 
qual  vamos  aprendendo  a  um  tem|)o  e  sem  esforço,  antes  com 
deleite,  os  movimentos  celestes  então  admitidos,  e  a  sua  clarís- 
sima, precisa  e  especiosa  interpretação  nas  estrofes  imortais  dos 
Lusíadas.  E  de  pasmar  como  o  poeta  souhe  fazer  um  verda- 
deiro epitome  dessas  complicadas  e  difíceis  noções  relativas 
aos  movimentos  das  esferas,  em  linguagem  e  em  versos  tais, 
sem  omitir  um  ponto  inq)ortante,  sem  um  sacrilício  da  exacti- 
dão, h  cadência  ou  a  poética. 

Na  Flora  dos  Lusíadas  nota  Ficalho  uma  extrema  brevidade 
nos  traços  fugidios  mas  certíssimos  que  o  poeta  nos  dá.  Aqui 
não:  vemos  quási  um  compêndio,  de  uma  teoria  que  era  decerto 
das  mais  difíceis  para  a  sciència  de  então. 

E  o  dr.  Luciano  P,  da  Silva  cotejando  ponto  por  ponto  o 
poema  com  as  suas  origens  scientííicas  e  com  as  interpretações 
modernas,  quanto  aos  factos  astronómicos,  inspira  ao  leitor 
uma  verdadeira  admiração,  abrindo  lhe  novos  e  foi'mosíssimos 
horizontes,  que  lhe  mostram,  a  uma  luz  clara  e  rutilante,  a 
beleza  do  engenho  humano,  já  na  arte  do  poeta,  já  na  con- 
cepção genial  dessas  longas  gerações  de  astrónomos,  precur- 
sores e  mestres  dos  de  hoje ! 


Prosseguindo  no  seu  comentário  prova-nos  depois  o  autor 
que  a  expressão  de  estrelas  usada  nos  Lusíadas  para  designar 
vários  astros  era  assim  admitida  em  todos  os  tratados  daquele 
tempo,  que  somente  as  distinguiam  em  fixas  e  erráticas,  sendo 
estas  os  planetas,  e  também  o  Sol  e  a  Lua. 

Alem  disso,  é  muito  curiosa  a  indicação  de  que,  para  Ca- 
mões e  seus  contempoiáneos,  as  estrelas  fixas  não  eram  coipos 
luminosos  por  si  mesmos,  mas  sim  uns  simples  «luK-leos  de 
condensação  da  matéria  de  que  os  céus  são  compostos,  bri- 
lhando com  a  luz  recebida  do  Sol...  corpos  list)s,  como  espe- 
lhos», que  emitem  apenas  raios  reíleclidos,  luz  alheia.  Cita  o 
nosso  autor  os  tiechos  das  autoridades  diversas  que  se  referem 
ao  assunto,  e  que  igualmente  inspiraram  o  Ariosto  e  o  Dante. 
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Não  menos  inlercssanlc  se  nos  afif^ura  a  explicação  do  Iroca- 
dillio  com  que  deílne  o  poela  a  foi-ma  esférica  dos  céus,  resu- 
mindo cm  dois  versos  engenhosos  as  definições  que  eram  clás- 
sicas: a  do  malemálico  Teodósio  considerando  a  propriedade 
de  equidistância  de  lodos  os  pontos  de  superfície  esférica  ao 
centro,  e  a  de  Euclides,  considerando  esta  superfície  como 
sendo  gerada  pelo  movimento  de  uma  circunferência  em  torno 
do  diâmetro.  E  passa  logo  o  poeta  para  a  noção  de  infinito, 
então  consubstanciada  na  ideia  de  Deus,  e  simbolizada  por 
essa  superfície  da  esfera,  na  qual  não  há  princípio  nem  fim,  c 
que  portanto 

Começa  &  acaba  . . .  por  diuiua  arte. 

Esta  noção  do  infinito  é  a  que  modernamenie,  o  profundo 
matemático  H.  Poincaré,  tão  prematuramente  roubado  a  scièn- 
cia,  exemplifica  com  idêntico  símile,  visto  que  sobre  uma  esfera 
é  possível  seguir  sempre  em  frente  sem  nunca  se  chegar  ao  fim, 
sendo  porém  ela  mesma  finita. 

Koutro  ponto  faz  notar  o  dr.  Luciano  P.  da  Silva  a  definição 
do  Tempo,  da  estância  22  do  canto  ni,  como  satisfazendo  não 
só  a  noção  aristotélica  (e  ainda  newtoniana)  de  um  Tempo  abso- 
luto, independente  de  todos  os  fenómenos,  mas  também  ii  que 
depois  tem  vigorado  na  sciència  exacta,  de  ser  «cada  determi- 
nação do  Tempo  apenas  a  indicação  abreviada  da  dependência 
de  um  fenómeno  para  outi-o».  Mas  como  nada,  em  sciència, 
pode  ser  dogmático  e  definitivo,  já  hoje  se  vislumbra  ser  o 
Tempo  simplemente  essa  quarta  dimensão  do  Espaço,  que  a 
teoria  parece  exigir,  embora  as  nossas  faculdades  a  não  conce- 
bam. E  assim  talvez  se  venha  a  cair  mais  uma  vez  em  noções 
afinal  antiquíssimas  perante  esse  infinito  do  espaço  e  do  tempo 
cuja  realidade  é,  segundo  disse  Kant,  tão  difícil  de  admiiii-  como 
de  negar,  e  cujo  mistério  Camões  e  os  seus  contemporâneos  ou 
mestres  resolviam  simplesmente  idenlificando-o  com  o  divino 
arc[uetipo,  o  próprio  Deus,  ressalvando  porém,  sábia  e  pruden- 
temente, que 

...  o  que  he  Deus  ningiiè  o  entende 

Que  a  tanto  o  engenho  humano  não  se  estende. 

Como  costuma,  confronta  o  dr.  Luciano  os  versos  de  Camões 
com   os    trechos   dos    tratados,    moslrando-nos   sempre   a  mais 
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rigorosa,  e  ao  mesmo  leiíipo  liarmoiíiosa  conformidade  enlre  o 
poeta  e  os  sábios  ou  filósofos. 


Num  capítulo  especial,  o  vi,  vemos  então  em  conjunto  como 
a  descrição  da  máquina  do  mundo,  feila  na  canto  x  pela  boca  de 
Tétis,  é  uma  a  lição  de  mecânica  celeste  segundo  a  teoria  da 
escola  de  Alexandria». 

Já  vimos  que  esta  teoria  foi  «uma  das  gloriosas  étapes  no  pro- 
gredir incessante  da  scicncia».  Para  a  fazer  compieender  me- 
ilior  fizera  Arcjuimédes  um  modelo  de  vidro,  cuja  existência  é 
mais  ou  menos  lendária.  Mas  no  tempo  de  Camões  havia  em 
realidade  um  maravillioso  modelo  dessa  máquina  do  mundo;  um 
globo  ou  planetário  universal,  construído  pelo  matemático  Leo- 
nello  e  pertencente  a  (^ailos  V,  já  então  retirado  no  mosteiro 
de  S.  Justo.  Este  primoroso  aparelho  reproduzia  todos  os  mo- 
vimentos dos  astros,  e  decerto  leria  chegado  a  sua  fania  ao  co- 
nhecimento do  nosso  épico. 

Eram  aliás  vulgares  nessa  época  os  globos  armilares,  os  geo- 
gráficos (mais  ou  menos  errados,  como  diz  Pedro  Nunes,  mas 
ricos  e  vistosos),  e  ainda  os  celestes,  onde  se  figuravam  as  cons- 
telações. 

Porém  a  máquina  do  mundo  por  Tétis  mostrada  aos  portu- 
gueses «não  é  feita  de  cristal  nem  de  armilas  metálicas,  nem 
movida  por  aparelhos  de  relojoaria».  É  uma  veidadeira  cópia 
em  escala  reduzida,  mas  composta,  como  o  original,  dos  quatro 
elementos  no  centro,  e  da  quinta  essência  nos  céus,  movcndo-se 
pela 

. . .  mão  diuina  veneranda, 

dividido  nas  duas  regiões:  etérea  e  elemenlal,  como  diz  Sacrobosco 
ou  «celestial  á  elemental»  segundo  o  tratado  de  Pedro  Nunes. 
Vai  o  poeta  enumerando  da  periferia  para  o  centj"o  as  onze 
esferas  que  constituem  a  região  etérea  :  o  Empíreo  imóvel ;  o 
primeiro  móbil,  que  produz  o  movimento  diurno;  o  segundo 
móbil,  ou  cristalino,  propulsor  do  movimento  </us  auges  ou  seja 
a  nossa  processão  dos  equinóxios;  o  oiiavo  céu 

. . .  esmaltado 
De  corpos  lisos  ...  &  radiantes 

OU  estrelas  em  que  distingue  o 

...  larfío  cinto  douro,  que  estrellantos 
Animais  doze  trás  afigurados 
YoL  xni  —  N.°  1  4 
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isto  é,  o  zodíaco  com  as  doze  cosas  do  Sol,  e  as  demais  consle- 
lações,  tão  formosamente  enumeradas  na  estância  88, 

Seguem-se  os  céus  dos  planetas,  do  Sol,  da  Lua,  e  por  fim 
a  região  elemcnlal,  ou  Terra,  cujos  quatro  elementos,  o  fogo,  o 
ar,  a  terra  e  a  água  já  Camões  descrevera  ao  pintar  no  canto  vi 
o  palácio  de  Neptuno. 

Remata  a  descrição  da  máquina  do  mundo,  mostrada  por 
Tétis  ao  Gama,  pela  referencia  a  situação  geográfica  de  Por- 
tugal, no  extremo  ocidente  da  Europa 

Onde  a  Terra  se  acaba  61  o  Mar  começa 

confrontada  pelo  nosso  autor  com  os  outros  trechos  cm  que 
Camões  alude  ao  mesmo  facto. 


Mas  onde,  a  nosso  vêr,  mais  valioso  e  ignorado  subsídio  nos 
dá  o  profundo  estudo  do  dr.  Luciano  P.  da  vSilva,  para  tecer- 
mos ao  poeta  coroa  de  lustre  excepcional  enquanto  à  exa- 
ctidão matemática  dos  seus  dizeres,  é  quando  se  refere,  no  ca- 
pitulo VII,  à  meticulosa  precisão  das  reíerèncias  a  lunações. 

Dois  exemplos  nos  aponta  o  autor;  um  no  canto  iii,  relativo 
a  duração  do  cerco  de  Lisboa  por  D.  Afonso  Henriques;  outro, 
à  da  viagem  de  Vasco  da  Gama  entre  Lisboa  e  a  angra  de 
Santa  Helena.  Apura-se  que  durante  aquele  cerco  liouve  cinco 
luas  novas  e  cinco  luas  cheias,  e  portanto,  quatro  lunações  e 
meia,  ou  sejam  «perto  de  sinquo  mezesn  segundo  o  cronista 
Duarte  Galvão,  exactamente  como  diz  o  poema: 

Cinco  vezes  a  Lua  se  escondera 

E  outras  tantas  mostrara  cheio  o  rosto. 

Mas  onde  o  espanto  sobe  de  ponto,  é  ao  acompanharmos  o 
autor  na  sua  investigação,  verdadeiramente  inspirada,  sobre 
dizer  a  estância  24  do  canto  v,  que  a  I^ua 

. . .  cinco  vezes  apressada 

Agura  meio  rosto,  agora  inteiro 

Mostrara,  emquàto  o  mar  cortaua  a  armada, 

o  que  por  alguns  foi  apodado  de  inexacto,  visto  saber-se  que  a 
viagem  até  Iiquda  angra  durou  exactamente  quatro  meses  (8  de 
julho  a  8  de  novembro)  e  não  cinco.    Mas,  recorrendo  ao  pre- 
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cioso  AhnanacJi  perpeitmm  de  Zacuto  o  ([uaI  era  evidentemente 
de  uni  consiaiíle  uso  enire  os  marearites  portug^neses — e  que 
eslá  deiuoMsiiatlo  ser  aliás  de  origem  purauienle  peninsular  — 
consegue  o  aulor  provar  que  as  íases  da  Lua  durante  a  viagem 
foram  rigorosamente  as  que  Camões  descreve.  Não  resistimos 
ao  encanto  de  repi'odu/j'r  a(pii  esse  surpreendente  trecho  do 
dr.  I>uciano  P.  da  Silva: 

«Vè-se  que  íbi  lua  nova  no  dia  29  de  junho  [^de  14  97J  às 
18  horas  e  22  minutos  (tempo  astroncunico),  ou  às  6  lioi'as  e 
22  minutos  da  manhã  do  dia  30  (tempo  civil);  e  foi  lua  cheia 
no  dia  13  de  julho  às  21  horas  e  40  minutos  (tempo  astronó- 
mico) ou  às  9  horas  e  40  minutos  do  dia  14  (tempo  civil).  O 
quarto  crescente  foi  então  no  dia  1  pela  manhã.  Quando  pois 
a  armacU»  partiu  do  Tejo  em  8  de  julho,  tinha  sido  (juarlo  cres- 
cente na  véspera;  a  Lua  ia  poitanlo  na  passagem  de  meio  rosto 
para  rosto  inteiro  quando  começou  a  famosa  viagem  do  Gama. 

«Pela  segunda  vez  mostrou  a  Lua  inteiro  o  rosto  em  12  de 
agosto,  pela  terceira  vez  em  1  1  de  setembro,  pela  quarta  em 
10  de  outubro,  e  finabnente  pela  cpiinta  vez  em  9  de  novem- 
bi'o,  quando  os  nossos  argonautas  estavam  já  em  Santa  Helena 
[angra]  «alimpando  os  navios  e  cori-egendo  as  velas  e  tomando 
«lenha».  A  lua  nova  fora  em  25  de  outubro.  Vè-se  que  o  quarto 
crescente  foi  na  manhã  do  dia  2  de  novembro.  Quando  pois 
os  nossos  marinheiros  avistaram  terra,  pelas  9  hoi-as  da  manhã 
do  dia  4  de  novembro,  mostrara  a  Lua,  dois  dias  antes,  meio 
rosto,  indo  na  transição  para  rosto  inteiro,  pela  quinta  vez,  en- 
quanto o  mar  cortava  a  armada.)) 

Não  sabemos  aqui  o  que  admirar  mais:  se  a  incrível  preo- 
cupação de  absoluto  e  inexcedivel  rigor  que  distingue  o  excelso 
poeta,  se  a  rara  intuição  com  que  o  sábio  comentador  foi  ras- 
trear essa  preciosa  jjérola  a  juntar  a  tantas  que  exornam  com 
imorredouro  esplendor  a  memória  do  vale  incomparável!  Por 
mais  que  busquemos,  não  se  achará  em  nenhum  tamanho  es- 
crúpulo scientifico,  um  tão  variado  e  completo  saber. 

Com  tal  excnqjlo,  já  pouco  nos  espantou  lermos  (por  curio- 
sidade nossa)  averiguado  que  também,  surta  a  armada  em 
Moçambique,  se  o  poela  nos  pinta  em  quadro  de  ião  sugestivo 
encanto  como 

Da  Lua  os  claros  raios  rutilavam 
Pelas  argênteas  ondas  neptuninas 

é  que  de  facto  nesses  dias  (entre  3  e  10  de  março  de  li  98) 
havia  luar,  sendo  lua  cheia  a  7  de  março. 

Verificámos    igualmenle,    (pianlo    à    visibilidade    áo    planeia 
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Vénus,  serem  de  maior  rigor  as  referências  em  que  aparece  no 
poema  como  eslréla  da  manhã  ou  da  tarde.  O  próprio  dr.  Lu- 
ciano P.  da  Silva,  não  chegou  a  crer  em  tanto,  e  supõe  que, 
aUidindo  ao  Yéspero,  como  eslrêla  da  tarde  no  dia  da  batalha 
do  Salado,  não  quereria  o  poeta  significar  que  nesse  dia  assim 
fôsse  realmenle. 

j  Pois  foi!  Ou  o  soubesse  por  velha  tradição,  hoje  perdida, 
ou  por  laborioso  cálculo,  o  certo  é  que  em  30  de  outubro  de 
IS-ÍO  Vénus  fulgia  com  intenso  brilho  a  tarde,  ao  terminar 

...  o  claro  dia  memorado. 

Ainda  menos,  portanto,  nos  admirou  verificarmos  do  mesmo 
modo  que  na  travessia  de  Melinde  a  índia, 

...  a  amorosa  estrela  scintilaua 
Diante  do  Sol  claro,  no  orizonte 
Mensageira  do  dia  . . . 

e  que  é  um  facto  astronómico  incontestável  ler  sido  Vénus  estrela 
da  manhã  durante  toda  a  viagem  do  Gama  pelo  Oceano  Índico! 
De  todos  os  fenómenos  celestes  que  podiam  dar  brilho  ou 
encanto  h  sua  narrativa,  faz  uso  Camões  com  engenho  e  arte 
inexcedíveis.  !  Mas  não  falseia  um  único !  Nenhuma  tentação  de 
ornato,  ou  de  louçania  o  leva  à  mínima  ofensa  da  verdade 
scientífica,  em  todo  o  seu  extenso  poema.  ;  Lição  e  modelo  que 
tanto  deveriam  ser  sempre  lembrados  e  seguidos ! 

Ainda  no  mesmo  capítulo  o  dr.  Luciano  P.  da  Silva  nos  faz 
vêr  que  o  poeta  quando  menciona  datas  ou  épocas  do  ano,  em 
referência  aos  signos  de  Zodíaco,  é  sempre  preciso  e  verda- 
deiro, o  que  aliás  era  de  esperar  e  pouco  difícil  de  saber. 
Assim,  a  batalha  de  Aljubarrota,  a  chegada  a  Melinde,  a  par- 
tida de  Lisboa,  a  largada  do  Rio  dos  Bons  Sinais,  são  referidos 
à  situação  do  Sol  nos  respectivos  signos,  sempre  com  a  costu- 
mada indefessa  precisão  astronómica. 

Investigando  depois  as  referências  que  nos  Lusíadas  se  en- 
contram relativamente  às  diversas  zonas  do  globo,  ou  climas 
como  então  se  chamavam,  respiga  o  nosso  autor  no  poema  uma 
abundante  colheita  de  exactas  noções  sempre  nítidas  e  sobria- 
mente elegantes,  em  perfeita  harmonia  com  os  tratados  scien- 
tíficos.  E  aproveita  o  ensejo  para  lembrar  que  «foram  os  por- 
tugueses os  primeiros  que  airavessaiam  a  zona  tóriida,  onde 
duas  vezes  por  ano  o  Sol  passa  no  zénite  de  cada  lugar,  dois 
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invernos  fazendo  e  dois  verões  como  o  Gama  di/  ao  rti  cie  Me- 
linde»;  e  mais  aílianle,  que  «tluraiite  o  século  xv  Coram  os  por- 
tugueses acrescculando  paia  o  sul  novos  climas».  De  fxiclo, 
conu)  disse  Garcia  de  Orla  (')  sahia-se  enião  mais  num  dia 
pelos  portugueses,  do  que  em  cem  anos  se  soubera  pelos  an- 
tigos. 


Passamos,  no  capítulo  vin,  ao  estudo  dos  astrolábios,  en- 
trando o  nosso  laboiioso  comentador  na  investigação  de  alguns 
dos  problemas  astronómicos  que  mais  importância  prática  assu- 
miram para  os  nossos  descobridores,  e  que  ficaram  resolvidos 
rios  cbamados  Rendimentos  como  era  o  da  Estrela  do  Norte,  por 
exemplo. 

E  quando  os  ousados  navegantes  ultrapassando  já  o  equador 
viram  enfim 

'  ...  as  Ursas,  apezar  de  Juno 

Banharem-se  nas  águas  de  Noptuuo 

e  desaparecerem,  logo  acbaram  meio  de  substituir  este  Regi- 
mento pelo  da  altura  do  polo  ao  meio  dia,  fundado  nas  alturas 
do  Sol,  e  pelo  Regimento  do  Cruzeiro  do  Sul. 

É  curiosíssima  a  reconstituição  feita  pelo  paciente  investiga- 
dor, do  emprego  judicioso  que  se  fazia  da  Polar,  e  da  Ursa 
menor,  ou  Buxiiia,  como  então  Ibe  cbamavam  os  nossos.  Por 
esta  determinavam,  conforme  as  posições  que  apresentava,  a 
latitude  e  a  bora  da  noite,  no  que  vemos  Portugal  avantajar-se 
à  maioria  dos  países  civilizados  desse  tempo,  nos  quais  as  horas 
somente  de  dia  eram  dados  com  algum  rigor  pelos  relógios  de 
Sol,  ao  passo  que  já  D.  Duarte  no  Leal  Conselheiro  diz  que 
entre  nós  estes  relógios  davam  também,  na  cobertura,  as  borós 
da  noite  indicadas  por  ura  gráfico  das  posições  ou  aspectos  que 
tomava  a  Buzina  nas  diversas  estações. 

Descreve  depois  o  dr.  Luciano  P.  da  Silva  os  diversos  tipos 
de  astrolábios,  a  maneira  como  eram  construídos  e  os  problemas 
náuticos  que  eles  eiam  destinados  a  resolver.  Este  engenhoso 
instrumento,  de  invenção  muito  remota,  aperfeiçoado  e  de  uso 
constante  pelos  árabes,  passou  a  ser,  nas  mãos  dos  nossos  ma- 
reantes, um  preciosíssimo  e  imprescindível  auxiliar  da  navega- 
ção, já  tornada  verdadeiramente  astroiKMuica,  pela  deteruiinação 


(')  Ou  antes  Dorta,  como  prefere  o  dr.  Joaquim  Teixeira  de  Carvalho. 
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exacta  das  laliludes  e  das  horas,  recorrendo  aos  Almanaques 
que  davam  a  declinação  do  Sol,  e  ao  conjunto  de  regras  enun- 
ciadas prolixanicnlc  nos  Regíme/ifos.  K  num  (juadro  evocador, 
de  reconsiituição  ar(}ueológica  e  scienuTica,  dá-nos  o  comen- 
tador uma  íbrmosa  nari'aliva  hipotética  de  como  seria  essa  his- 
tórica determinação  da  latitude  feita  na  angra  de  Santa  .Helena, 
ao  chegar  ali  a  armada  do  Gama,  usando  o 

. . .  nouo  instrumeuto  do  Astrolábio 
Invençam  de  sutil  juizo  e  síibio. 

Novo,  quanto  ao  seu  empiègo  em  navegações  de  descohri- 
niento,  pois,  como  diz  Ikuros,  aiiia  poço  lC[)o  q  os  ?na)eãtes  dele 
sé  api  oueitavam. 


Alonga-se  agora  o  nosso  autor,  a  propósito  dos  versos  em 
que  nos  Lusíadas  se  alude  a  novo  céu,  nova  estrela,  em  intei'es- 
santes  considerações  relativas  à  questão  tantas  vezes  debatida, 
da  prioridade  na  descobei"ta  dessa  formosa  constelação,  por 
todos  conhecida  ao  menos  de  nome,  o  Cruzeiro  do  Sul,  que 
até  nos  estandartes  de  alguns  Estados  austrais  se  encontra  figu- 
rada. 

O  célebre  trecho  da  Divina  Comédia  que  se  julgou  mencionar 
este  asterismo  está  hoje  provado  não  se  poder  r(;ferir  a  éle, 
como  mais  adiante  veremos.  Entre  os  coevos  de  Camões  sabe  se 
porém  que  a  Andrea  Corsali,  florentino  ao  serviço  de  D.  Ma- 
nuel, se  tem  atribuido  a  primeira  menção  dessa  croce  maraui- 
gliosa  di  tanta  bellezza.  Mas  ia  a  bordo  dum  navio  de  poitu- 
gueses,  e  fojam  estes  que  lhe  mostraram  essa  cruz,  por  eles 
conhecida  há  muito,  e  da  cjual  desde  1500  lidavam  nos  seus 
escritos,  como  se  vé  na  carta  enviada  do  Brasil  (*j,  em  1  de 
maio  deste  ano,  a  D.  Manuel  pelo  piloto  mestre  João,  citando  e 
desenhando  o  Cruzeiro  do  Sul  já  sob  o  nome  de  Cruz.  Ves- 
púcio,  que  se  gaba  de  ter  perdido  muitas  vezes  o  sono  da 
noite,  procurando  descobrir  a  estrela  polar  do  sul,  ainda  no 
fim  do  ano  1502  não  conhecia  nem  de  nome  esta  constelação, 
nem  isolava  as  suas  estrelas,  pois  as  juntava  com  as  duas  prin- 
cipais do  Centauro  num  grupo  de  seis. 

E  recapitulando  o  que  tão  subtilmente  investigou   a   tal  res- 


(i)  Então  com  o  in-imitivo  nomo  de  Terra  da  Vera  Cruz,  depois  subs- 
titui do  por  Santa  Cruz. 
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peilo,  o  dr.  Luciano  P.  da  Silva  leconstiluc,  luminosa  e  irrefu- 
tável, a  hhlóiia  do  Cruzeiro,  desde  que  (vadamoslo  se  esforça 
em  l'i55  por  encontrar  no  sul  uma  constelação  c|ue  substitua  a 
Buzina,  alé  que  João  tle  Lisboa  estuda  em  (vocliim,  poi*  1506, 
com  Fero  Anes  e  resolve  completamente  (exarando  a  solução 
em  I5Í4  no  seu  Tratado  da  Agulha)  esse  problema,  que  vinha 
sendo  posto  há  tantos  anos,  de  achar  no  hemisfério  austral, 
co!no  no  boreal,  o  desvio  da  agulha,  a  latitude  do  lugar,  e  as 
horas  da  noite.  «Que  o  Cruzeiro  do  Sul  era  uma  constelação 
portuguesa,  devia  ser  tradição  bem  viva  ainda  no  tempo  de 
Camões.» 

Termina  o  comentador  este  capítulo  i-eferindo-se  ao  verso 
(canto  IV,  estância  85)  em  que  se  diz  que  as  naus  do  Gama 
mereciam 

. . .  ser  110  Olimpo  estrelas  como  a  de  Argos 

e  dizendo  que  «os  astrónomos  não  se  lembraram  de  fazer  à 
Armada  do  (íama  tão  merecida  consagração». 

Foi  ela  contudo  sugerida,  por  ocasião  do  centenário  da  índia, 
pelo  inspirado  poeta  nosso  contemporâneo  Fei"iiandes  Costa, 
que  diligenciou  promover  uma  resolução  internacional  para  dar 
às  quatro  estrelas  principais  da  constelação  do  Golfinho,  que 
formam  um  pequeno  losango,  o  nome  exactamente  de  Armada 
do  Gama.  Tal  tentativa  não  teve  porem  seguimento,  e  por  muito 
que  o  amor  pátrio  e  a  admiração  por  Camões  nos  obriguem, 
bem  como  a  consideração  devida  ao  proponente,  devemos  re- 
conhecer (jue  toi  melbor  assim.  O  firmamento  não  deve  já  ser 
objecto  de  consagrações  desta  ordem.  Caiu  em  desuso  absoluto 
tal  processo,  desde  que  Lalande  pretendeu  imortalizar  o  seu 
amigo  Messier  inventando  para  êle  uma  constelação  vaga  e  in- 
definida, ou  depois  que  Bode,  para  introduzir  no  céu  uns  Ho- 
nores Friderici,  desviou  o  braço  direito  de  Andrómeda  do  lugar 
que  tivera  durante  vinte  séculos !  Por  isso,  hoje,  a  lista  das 
constelações,  expurgada  de  todas  essas  excrescências,  com- 
preende unicamente  as  da  antiguidade  clássica,  conjugadas  com 
as  figuras  que  delineou  Alberto  Diirer.  Fique  banido  de  vez 
associarmos  as  estrelas  às  mundanais  vaidades,  quais  ruas  cris- 
madas em  cada  decénio  consoante  as  momentâneas  predilecções 
das  edilidades  ! 


Fecha,    com   o   x''   capítulo,    a  Astronomia  dos  Lusíadas,   por 
um  estudo  comparativo  das  noções  astronómicas  que  se  encon- 
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tram  no  Dante  e  em  Camões.  A  aslronomia  dantesca  tem  sido 
muito  estudada,  lauto  mais  que  lia  nela  pontos  de  subido  inte- 
resse, para  a  história  das  scicnrias,  e  das  descobertas  geográ- 
ficas, (|ue  até  boje  tem  fieado  obscuros,  E  curioso  notarmos 
que  Dante,  como  Camões  (e  como  aliás  tamlièm  IMilton  em 
época  mais  recente)  reunia  ao  génio  poético  um  profundo  e 
vasto  saber,  incluindo  sólidos  conhecimentos  de  astronomia, 
O  sistema  porém  de  Dante  é  aijula  o  de  Sacrobosco  apenas 
com  nove  céus,  ao  passo  que  o  de  Camões,  como  vimos,  é  já 
o  de  Pedro  Nunes  com  dez  esfeias  movendose  dentro  do  Em- 
píreo imóvel. 

Os  conhecimentos  astronómicos  de  Dante  não  vem  especial- 
mente na  Divina  Comedia,  mas  sim  numa  sua  obra  em  prosa, 
//  Convito.  Referem-se,  naturalmente,  ao  que  eia  sabido  ou  en- 
sinado na  época  em  que  escreveu  :  os  primeiros  anos  do  sé- 
culo XIV.  Os  Lusíadas  vieram  quási  três  séculos  depois,  e  a 
diferença  das  épocas  é  bem  assinalada  pelas  divergências  apon- 
tadas. Além  disso  o  Dante  é  ainda  puramente  mecheval ;  «o  seu 
poema»,  disse  Latino,  «é  inspirado  pelo  misticismo  e  pela  vin- 
gança», ao  passo  fjue  o  (Camões  é  já  um  filho  brilhante  da  Re- 
nascença. Assim  tauibèm  vemos,  mais  tarde,  Milton  ser  inteira- 
mente copernicano  e  admirador  de  Galileu, 

Essa  feição  medieval  do  italiano  leva  o,  poi-  exemplo,  a  crer 
que  os  movimentos  dos  céus  são  dirigidos  por  crealuras  espiri- 
tuais angélicas,  classificadas  em  suas  nove  ordens,  formando  três 
categorias,  de  Serafins,  Querubins,  Tronos,  Dominações,  Virtu- 
des, Potestades,  Principados,  Arcanjos  e  Anjos.  Em  vários  ou- 
tros trechos  essa  feição  mística  domina  os  conceitos  do  poeta 
florentino,  e  levam  no  por  vezes  a  puras  alegorias,  que  (como 
os  comentadores  tem  notado,  e  o  dr.  Luciano  P.  da  Silva  re- 
fere) imensamente  tem  obscurecido  o  sentido  verdadeiro. 

Está  neste  caso  a  célebre  menção,  tão  debatida,  de  ter  visto 
junto  do  polo  Sul,  durante  a  imaginária  viagem  ao  Purgatório, 
quatro  estrelai  desconhecidas  dos  homens  do  seu  tempo. 

Humboldt,  Ideler  e  outros,  seguindo  na  esteira  de  André 
Corsali  e  como  consequência  da  celebridade  adquirida  no  sé- 
culo XVI  pelo  Cruzeii'o  do  Sul,  julgaram  ver  nisso  uma  clara 
referência  a  esta  constelação,  cuja  notícia  teria  chegado  ao  poeta 
por  via  desconhecida,  ou  misteriosa  inspiração,  ftlas  contra  tal 
hipótese  lcvan'a-se  o  facto  positivo  de  não  serem  conhecidas  as 
cinco  estrelas  do  Cruzeiro,  pelo  menos  como  constelação  dis- 
tinta, por  nenhuma  das  autoridades  em  que,  provadamente,  se 
funda  o  saber  do  Dante.  As  estiélas  que  éle  atlmite  são  única- 
meníte  as  1022  que  constam  do  catálogo  de  Ptolomeu,  onde  se 
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mencionam,  como  sendo  os  pés  do  Centauro,  três  somente  das 
cinco  (jue  vieram  a  formar  o  Crii/eiro.  Nos  globos  celestes,  da- 
quele catálogo  (íeiivados,  indica  essa  região  nm  espaço  vasio, 
ou  em  branco,  evidenciando  a  ignoiância  do  (|ne  ali  se  poderia 
vèr.  E  notese  que  o  poeta  ligava  aié  uma  especial  importância 
cósmica  a  esse  número  exacto  de  1022  estrelas. 

Seguindo  os  estudos  recentes  da  astronomia  dantesca  pelos 
professores  Rizzacasa  e  Angelitti,  descreve  o  dr.  Luciano  P,  da 
Silva  as  diversas  hipóteses  cjue  se  tem  aventado  para  ex- 
plicar as  palavras  do  poema  italiano  relativamente  a  essas 
quatro  estrelas,  e  ainda  a  outras  ti^es  fjue  conjuntamente  men- 
ciona. 

E  de  notar,  como  o  fa/.em  estes  comentadores,  que  o  Dante 
lambem  primava  em  geial  por  um  extremo  rigor  nas  suas  alu- 
sões astronómicas,  sendo  mesmo  ião  característico  o  seu  pendor 
para  esta  sciència,  que  é  sob  a  forma  de  um  problema  astronó- 
mico que  êle  nos  dá  a  idade  de  Beatriz,  e  formulou  outros,  que 
também  resolveu,  imaginando  várias  hipóteses,  puramente  teó- 
ricas, sobre  o  curso  dos  astros.  Por  várias  interessantes  citações 
estabelece  o  dr.  Luciano  P.  da  Silva  a  nitidez  das  descrições 
dantescas,  sempre  que  se  referem  às  posições  das  estrelas  visí- 
veis para  as  suas  personagens,  conforme  as  circunstâncias  e  os 
locais  que  lhes  supõe. 

A.  situação  geográfica  por  Dante  atribuida  ao  Purgatório,  se- 
gundo as  ideias  que  nele  domina vain,  era  antípoda  de  Jerusa- 
lém, surgindo  como  ilha  montuosi  no  meio  desse  vasto  oceano 
que  então  se  supunha  envolver  as  terras  conhecidas.  Tudo 
quanto  a  Divina  Comédia  diz  relativamente  a  astros  observados 
pelo  poeta  e  pelo  seu  guia  V'ergílio  na  ascenção  dessa  mística 
montanha,  tem  a  mais  absoluta  e  meticulosa  exactidão  teórica, 
dadas  a  época,  as  horas,  e  a  situação  geográfica  supostas.  Até 
o  movimento  que,  entre  a  manhã  e  a  tarde,  ali  os  dois  notaram 
nos  astros,  corresponde  exactamente  ao  que  deveria  ser  na  rea- 
lidade em  tais  condições.  Só  o  que  ninguém  tem  sabido  iden- 
tificar é  quais  são  as  tais  quatro  stelle,  e  as  outras  que  designa 
por  tre  facelle,  pois  nenhumas  se  encontram  no  céu  que  satisfa- 
çam às  diversas  referências  feitas. 

As  hipóteses  mais  plausíveis  são  as  que  identificam  essas  pro- 
blemáticas estrelas:  1.°,  com  as  do  Cruzeiro;  2.",  com  as  da 
constelação  da  ^4ra;  a  não  ser  cjue  se  resolva  serem  inteira- 
mente fictícias  e  alegóricas.  Analisa  lais  hipóteses  miudamente 
e  com  segura  C(')pia  de  dados,  o  dr.  Luciano  P.  da  Silva,  acom- 
panhando os  raciocínios  de  Angelitti  e  Rizzacasa,  e  assim  chega 
à  conclusão  bem  fundamentada  de  que  só   «aquela  que  consi- 
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dera  fictícias  as  cslrélas  dantescas. . .  é  a  que  satisfaz  a  todas  as 
indicações  do  poeta». 

Provavelmente  as  quatio  luce  sante  eram  as  vi)(u(les  caidiais. 
Prudência,  Justiça,  Fortaleza,  Temperança;  as  três  outras, 

Di  clie  il  polo  tutto  arde 

que  à  tarde  tinham  subido  ao  lugar  que  as  quatro  ocupavam 
de  manhã,  seriam  as  virtudes  teologais,  Fé,  Esperança  e  Cari- 
dade. 

Demais,  cremos  também  plausível  admitir-se  que  o  Dante, 
não  prevendo  as  navegações,  então  inverosímeis,  dos  nossos, 
pelos  mnres  tenebrosos  e  impenetráveis  do  hemisfério  austral, 
julgou  poder  fantasiar,  relativamente  ao  firmamento  desconhe- 
cido em  torno  do  polo  Sul,  com  a  mesma  liberdade  com  que  o 
fez  nas  suas  descrições  do  Inferno,  do  Purgatório  e  do  Paraíso, 
em  sua  opinião  decerto  tão  inacessíveis  a  gente  viva,  como  esses 
mares,  que  expressamente  designa  por  //  mondo  senza  gente.  A 
terra  emersa,  la  gran  secca,  era  para  Dante  e  seus  coevos  limi- 
tada pelo  equador,  pelo  círculo  polar  árctico,  e  pelos  dois  me- 
ridianos afastados  90  graus  para  leste  e  para  oeste  do  meri- 
diano de  Jerusalém-,  e  todos  os  tratados,  ainda  mais  de  cem 
anos  depois  da  Divina  Comedia,  afirmavam,  como  Sacrobosco, 
que  a  zona  tórrida  era  inabitável:  só  ao  norte  dela  podia  viver 
gente. 

Fica,  em  todo  o  caso,  e  sobretudo,  bem  patente  que  entre 
aquelas  hipóteses,  a  do  Cruzeiro  do  Sul  é  de  todo  inaceitável. 
E  assim  se  confirma  a  origem  inteiramente  portuguesa  desta 
famosa  constelação,  à  qual  Camões  manifestamente  se  refere 
quande  insiste  em  que 

Já  descuberto  tínhamos. . . 
nova  estrela 

ou  como  igualmente  afirma  o  seu  preclaro  mestre,  Pedro  Nunes, 
«os  portugueses  ousaram  cometei'  o  grande  mar  Oceano,  entra- 
ram por  èle  sem  nenhum  receio,  descobriram  novas  ilhas,  novas 
terras,  novos  mares,  novos  povos,  e,  o  que  mais  é,  novo  céu, 
novas  estreias». 

É  de  insistir,  com  efeito,  no  facto  que  isso  representa,  e  no 
merecimento  scientífico  que  revela  enti'e  os  nossos  mareantes. 
Vêr  novas  regiões  do  firmamento,  contemplar  astros  ignorados, 
não  era  para  os  descobridores  senão  uma  consequência  cosmo- 
gráfica  de  se  afastarem  succssivamenie  mais  para  o  Sul.  Mas  o 
que  reveste  um  carácter  diferente,  é  o  uso  judicioso  que  desses 
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novos  astros  souberam  fazer  os  nossos  j)ilotos,  proiitaiiieiUc 
descobrindo  entre  eles  um  grupo  mais  característico  ((|ue  aliás 
outros  seus  coulemporàneos  não  tinham  sabido  vèi'),  e  cal- 
culando para  èle  esse  Re^unenlo  (pie 

Dando  do  segundo  axc  ceita  prova 

reproduzia  no  hemisfério  sul  regras  ião  simples  e  tão  práticas 
como  as  qu<;  os  seus  antecessores,  —  portugueses  também  — 
tinham  descoberto  para  observar  com  a  máxima  utilidade  a  cé- 
lebre Buzina  do  polo  norte. 

Vèr  coisas  novas  é  pouco;  basta  para  isso  que  se  nos  ofereçam 
à  vista.  Deduzir  delas  leis,  regias  scientíficas,  processos  práti- 
cos, eis  o  que  representa  muito,  em  trabalho,  inteligência,  tino 
e  saber.  Com  suma  razão  insistem  pois  o  dr.  Luciano  V.  da 
Silva,  bem  como  Pedro  Nunes  e  Camões,  em  revindicar  para  os 
nossos  a  prioridade  no  estudo  do  Cruzeiro  do  Sul,  e  no  seu 
uso  náutico,  prioridade  que  fica  sendo  um  facto  assente  da  his- 
tói'ia  scientifíca,  assim  demonstrado  pelo  nosso  autor,  e  que 
logrou  já,  em  publicações  estrangeii'as,  plena  aceitação  da  mais 
autorisada   e   erudita    crítica  (*). 


Aqui  chegamos  ao  cabo  da  tarefa  que  nos  foi  dada,  agradável 
mas  difícil,  e  iuqjerfeitamcnte  cumprida,  de  examinar  este  va- 
lioso trabalho  que  sob  uma  luz  nova  e  de  intenso  brilho  veiu 
revelar  mais  uma  deslumbrante  faceta  do  estupendo  génio  que 
produziu  os  Lusíadas. 

Ne^sa  fulgente  coroa,  aliás  já  riquíssima,  das  análises  e  dos 
comentários  consagiados  ao  nosso  poema  nacional  por  tantos  c 
lanlíssimos  estudiosos,  engastou  agora  mais  uma  jóia  de  subido 
quilate  o  dr.  Luciano  P.  da  Silva. 

Do  valor  da  sua  obra  benemérita  e  couq)lcta,  veidadcira- 
mente  exaustiva  como  dizem  os  ingleses,  da  sua  índole  e  do 
seu  contexto  poderão  as  páginas  acima  dar  uma  pálida  e  gi'os- 
seira  ideia,  resumida  apenas  aos  pontos  mais  salientes  e  às 
questões  mais  palpitantes  de  interesse  e  de  novidade. 

Mas  não  é  somente  como  comentário  aos  Lusíadas  sob  um 
ponto  de  vista  especial,   que  o  valor  da  obra  se  afirma.    Muitas 


(})  V.  Mieli,  na  revista  Scimtia,  1918,  fevereiro. 
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questões  de  alio  iiílcròsse  para  a  história  dos  nossos  descobri- 
mentos, e  das  suas  on'f,^cns  e  consequências  scientificas,  acham-se 
ali  profundanienle  estudadas,  em  variados  pontos.  Especial- 
mente os  capítulos  relativos  ao  Tratado  da  Sphera  de  Pedro 
Nunes,  ao  Astrolábio,  ou  à  história  do  Cruzeiro  do  Sul,  consti- 
tuem verdadeiras  monografias  de  alio  valor  mtrínseco,  indepen- 
dentemente das  referencias  que  fazem  ao  poema. 

Não  é  demais  acrescentar  ainda  que  o  aspecto  do  livro,  a  sua 
execução  tipográfica  cuidada,  a  beleza  e  interesse  das  gravuras, 
algumas  coloridas,  —  reprodução  das  que  ilustram  os  textos 
documentais  citados, —  as  próprias  vinhetas  que  ornam  a  capa, 
representando  no  rosto  uma  alusão  à  edição  prínceps  dos  Lu- 
síadas, e  no  reverso  o  brazão  de  armas  do  poeta,  com  elmo  e 
paquifes  como  à  sua  linhagem  competia,  tudo  é  artístico  e  pri- 
moroso, tudo  contribue  par»  agradar  ao  leitor  e  para  tornar 
perfeita  a  obra,  novo  monumento  erigido  a  glória  de  Camões, 
como  fruto  bem  sazonado  de  uma  inteligente,  sagaz  e  carinhosa 
devoção  de  sábio,  de  patriota  e  de  artista,  monumento  que 
desde  já  fica  indissoluvelmente  vinculado  ao  poema,  tão  per- 
durável como  êle. 

Fkederico  Oom. 


PEDRO  NUNES  E  OS  INFINITSIflENTE  PEQUENOS 


POR 


RoDOLHO  Guimarães 


Em  1914,  um  collega  e  confrade  meu,  ^^^^'^^^/^^^^^^^^^ 
mára-me  a  altenção  para  u.na  passagem  do  Tratado  soO>ece>^as 
duvidas  da  navegação,  de  Pedro  Nunes,  opúsculo  de  lo  pagmas 


(foi.  51  r"-fol.  58  v^)  que  faz  parte  do  Tratado  da  sphera  do 
celebre  cosmographo. 

T?cco  m>;í;n"-em  é  a  seffumle  "• 

fbT  .í^l  "e  nn-a  dcnostração  do  sobred,.o  ymag,nemos 

e„de,e'uados  ao  ponto  .c.  por  quanto  a  quam   .b.c.  do  cr- 
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culo  grà  I  de  :  faz  com  o  nierediano  .d.a.p.  ângulos  rcilos  no 
ponto  .b.  e  sendo  |  o  anf^ulo  .ni.l).c,  reito  :  toma  do  orizõte  a 
quarta  .m.c.  como  lambe  |  na  agullia  :  as  duas  linhas  de  norte 
sul  e  leste  oeste  :  torna  a  quarta  |  de  roda  da  mesma  agulha 
pella  qual  se  representa  o  hori/õte.  E  se  |  partindo  do  ponto  .b. 
e  leuando  a  jiroa  em  .c.  andássemos  tanto  q  |  ch(>^assemos  ao 
ponto  .e.  adiaríamos  ja  dcferenca  na  agulha  :  por  ]  que  o  me- 
ridiano do  tal  lugar  seria  .d  e.f.  o  qual  com  o  circulo  ,b.e.c.| 
faz  (53  v°)  o  angulo  .f.e.c.  menor  que  reyto  :  e  portanto  o 
nauio  yria  então  j  per  outra  rola  que  he  menos  q  leste  :  c  es- 
taria em  outra  altura  me  i  nor  que  a  primeira  donde  foy  a  par- 
tida :  porque  ho  arco  .e.f.  he  me  |  nor  que  o  arco  .a.b.  como 
se  proua  no  meu  primeiro  liuro  dos  trian  |  gulos  spheraes.  E 
por  esta  rezão  antes  que  o  erro  se  conheça  acha  |  donos  no 
ponto  .g.  em  que  nam  descaymos  nè  da  altura  do  polo  :  |  nem 
da  rota  que  leuauamos  couza  sensiuel  :  emendamos  de  princi  | 
pio  a  nauegação  :  e  gouernamos  ao  ponto  .i.  de  sorte  que  a 
agulha  I  va  justa  em  leste  :  e  imos  pella  cpiarta  .g.i.h.  tendo  ja 
por  horizonte  .s.h.t.  e  o  ponto  h.  he  ho  oriente  equinocial  que 
pede  o  leste  da  agu  |  lha  .  o  qual  se  mudou  pella  mudãça  q 
também  fez  o  meridiano  e  ori  |  zõle  :  nem  procederemos  muito 
indo  pêra  a  quarta  .g.i.h.  porq  nos  |  será  necessário  passar  a 
outra  quarta  que  demãda  o  ponto  .k.  e  assi  |  fai-emos  sempre 
gouernando  ygualmente  a  leste  :  e  emendandonos  de  principio  : 
mudaremos  tantas  vezes  os  meridianos  e  orizõles  |  e  faremos 
nosso  caminho  per  |  tantas  quartas  das  quaes  cada  híia  demanda 
a  equinocial  :  em  diferentes  lugares  :  ate  chegarmos  ao  j  ponto 
.o.  que  tem  a  mesma  altura  que  .b.  e  auercmt)s  andado  o 
pa  I  ralello  .b.o,  yndo  sempre  per  as  redondezas  de  circulos 
mayores  :  |  e  fazendo  algus  pequenos  desuios  que  se  não  sen- 
tem :  e  ao  sentido  |  parece  que  andamos  per  hum  paiallelo 
ygualmente  :  mas  a  causa  |  desto  parecer  he.  Porq  como  quer 
que  estes  circulos  mayores  :  per  1  q  os  naucgãtes  andão  quando 
uão  em  hua  altura  :  sejão  contingê  [  tes  o  paralello  de  sua  al- 
tura :  e  cortem  no  mesmo  lugar  da  contiíigê  ]  cia  aos  meri- 
dianos con  ângulos  reylos  :  posto  que  pello  tal  circu  |  lo  mayor 
andem  algum  espaço  de  caminho  :  nào  descaem  logo  de  |  altura 
em  que  estauam  :  porq  ha  muito  pouca  declinação  acerca  do  | 
ponto  da  contingência  :  e  pellos  pontos  que  estão  perlo  delia 
vay  o  I  circulo  grande  sobredito  quasi  direito.  E  desta  maneira 
vemos  q  |  declinando  o  primeiro  ponto  de  cancro  .xxiij  grãos 
e  meo  da  equi  |  nocial  :  os  primeiros  cinco  c  seys  grãos  de 
cãcro  :  e  os  derradeiros  |  da  gemininam  fazem  mais  deferença  q 
de  sevs  ou  sete  meudos  :  e  1  a  esta  razam  se  ha  muito  de  oulhar. 
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A  outra  cauza  do  parecer  que  ]  imos  per  hum  parallelo  :  he 
porque  poslo  que  lunn  circulo  mayor  |  quaudo  toca  a  outro 
menor  faca  esta  contingência  em  hum  ponto  |  míhuisivel  :  isto 
será  se  lambe  as  circunferências  forem  indiuisi  |  ueys  :  mas  pois 
o  caminho  que  se  faz  per  circulo  mayor  nam  he  ]  jn(huisivel  : 
nam  he  muito  que  esta  contingência  seja  em  mais  que  1  ponto  : 
e  assi  indo  per  circulo  mayor  leste  oeste  em  algua  maneira  j 
ymos  per  menor.» 

Aílgura-se  ao  dito  meu  collega,  por  algumas  das  phrases  do 
trecho  acabado  de  transcrever,  que  Fedro  Nunes  linha  uma  nítida 
ideia  dos  infinitamente  pequenos  e  do  modo  de  fazer  apphcaçao 

d'elles. 

Dada  a  dificuldade  da  perfeita  comprehensao  do  aludido  tre- 
cho, por  ser  em  linguagem  do  século  xvi,  7ião  ri  n'elle  o  que 
o  meu  erudito  confrade  julga  ver  (e  de  que  está,  parece,  intei- 
ramente convencido),  mas,  pelo  contrario,  puz  em  duvida  tal 
affirmacão.  Ouvindo,  porém,  a  opinião  do  meu  presado  collega 
e  amigo  sr.  F.  Oom,  não  pareceu  a  este  que  P.  Nunes,  no  trecho 
citado,  tivesse  ideia  clara  dos  infinitamente  pequenos,  mas  sim 
somente  a  noção  geral  e  antiga.  E  notou  até  que,  no  caso  pre- 
sente, Nunes  é  pouco  preciso,  pois  diz  (pag.  2,  lin.  30-31)  a  tan- 
gencia («contingência»)  do  caminho  com  o  circulo  menor  «seja 
em  mais  ih  um  pontoa)  ...  «pois  o  caminho  nam  he  indivisivel», 
expressão  muito  longe  do  rigoroso  raciocinio  e  terminologia 
matemática. 

Mais  notou  que  «sensível»  quer  dizer  que  se  sente  na  bús- 
sola, que  se  pode  conhecer  pratica  e  realmente,  não  em  iheo- 
ria,  que  d'isso  não  trata  no  trecho  Iranscripto. 

O  processo  de  raciocinio  empregado  por  P.  Nunes,  nao  é 
mais  que  o  processo  clássico  dos  gregos  em  casos  análogos,  é 
uma  intuição,  mas  não  abre  caminho,  como  abriu  a  loxodromia, 
ou  as  carias  planas,  ou  a  navegação  por  circulo  máximo,  ou  o 
celebre  nónio ! 

Em  face  d'estas  observações  que  vierem  confirmar  o  que  se 
me  affigurava,  nenhuma  alusão  fiz  ao  assumpto,  quando  a 
pag.  IIO-I  I  1  do  vol.  IX  d'esles  Annaes,  me  occupei  do  Tratado 
sobre  as  duvidas  de  navegação  que  Martim  Aonsílo  de  Souza 
apresentou  a  Pedro  Nunes. 

Passaram  se  alguns  annos,  e  o  acaso  proporcionou-me  fallar 
ao  dr.  Prompt,  de  Turin,  (antigo  oíhcial  de  artilharia,  de  uma 
vastissima  erudição)  da  ideia  que  tão  arreigada  ainda  csiã  no 
espirito  do  meu  collega,  de  começo  referido. 

Submetti,  pois,  á  sua  esclarecida  apreciação  o  trecho  acima 
iranscripto,  dando-me  elle  a  resposta  que  segue,  a  qual  entendo 
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não  dever  deixar  de  publicar  na  integra,  e  na  lingua  em  que 
a  redigiu. 

«J'ai  lu  le  passage  Irès  inlercssant  que  vous  ni'avez  envoyé. 
Cette  question  se  rapporte  a  IMiisloire  générale  de  rinvenlion 
du  calcul  dilTérenliel  et  integral:  j'ai  cu  h  ni'en  occuper  bcau- 
coup  dans  mes  i^echerches  sur  Gaetana  Agnesi:  je  voudrais 
écrire  la  vie  de  cette  femme  admirable,  dont  on  ne  saurait  faire 
un  trop  grand  éloge,  non  pas  à  cause  de  ses  décou vertes  dans 
les  malhémaliques,  puis  quil  n'y  en  a  pas,  mais  à  cause  de  la 
moralité,  et  de  Téquilibre  de  son  existence,  si  longue,  si  puré, 
et  si  parfaite :  il  n'y  a  pas  de  plus  bel  exemple  de  Tinfluence 
heureuse  que  Tétude  des  sciences  du  calcul  exerce  sur  le  ca- 
ractere et  sur  les  passions. 

«II  me  semble  qu'il  y  a  dans  rhistoire  des  infiniments  petits 
trois  périodes;  Tune  cpii  commence  aux  géomètres  grecs  et  aux 
pbilosoplies  de  Técole  socratique:  je  dirais  volontiers  que  c'est 
Tépocjue  des  notions  instinctives ;  Tautre,  dont  Tinitiateur  est 
Newton;  ici  encore  j'emploierais  le  mème  mot  et  je  dirais  que 
c'est  le  temps  des  résultats  instinctifs.  Enlin  la  troisième  époque, 
celle  de  la  démonstration  rigoureuse,  date  absolument  de  La- 
graiige. 

fConimua.J 
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RoDOLPHo  Guimarães 


(Continuação) 


«Si  vous  prenez  la  première  époque,  vous  voyez  par  exemple 
que,  dans  les  Éléiuents  dEuclide,  il  y  a  des  lliéorèines  qui  re- 
presentem la  solution  d'une  question  qu'aujourd'hui  nous  for- 
muloris  ainsi:  Etant  donnée  une  fonction  y  =  f(x),  trouver  entre 
a  et  ^  Ia  valeur  de  ff(x)dj;. 

aConsidérons  couime  cas  pai'ticulier  le  ihéorèine  relalif  au  vo- 
lume de  la  pyramide:  la  démonstration  dEuclide  consiste  a 
éiudier  la  valeur  des  acroissements  que  prend  une  pyramide 
de  hauteur  variable,  et  dont  la  base  s'éloigne  du  sommet,  en 
glissant  toujours  sur  les  mêmes  arètes,  et  en  demeurant  tou- 
jours  parallèle  a  elle  nième. 

«En  passant  à  la  limite,  ccs  accroisscments,  dans  leur  nature 
d'inrmiment  petits,  peuvent  ètre  évalués  comme  des  prismes, 
bien  que,  dans  leur  nature  des  quantités  finies,  ce  soient  des 
pyramides  tronquées  à  bases  parallèles.  Nous  dirions  aujourd'hui: 
Soit  y  le  volume  de  la  pyramide,  jr  sa  hautenr,  b  sa  base  pour 
j7=  1  ;  la  base  será  ÔjC^,  et,  pour  un  accroissement  fini  de  la 
hauteur,  Tun  des  prismes  consideres  aura  pour  volume  òx^  Ax. 
En  passant  à  Ia  limite,  ce  prisme  devient  l'accroissement  infini- 

ment  pctii  de  la  pyramide  bx^dx.  L'intégrale  étant  alors  —bx^, 

o 

on  voit  que  pour  une  hauteur  donnée  k  le  volume  qu'on  cherche 

será    la    diíTérence    entre    les    valeurs    que    prend   -^bx^  pour 

X  =^k  =  ex  ='0.   La  seconde  valeur  étant  nulle,  il  s'ensuit    que 

le  résultat  demande  est  —  bP  =s  —  í  x  bk'^ .  Or  bk'^  est  la  base  de 

o  o 

la  pyramide  pour  x=^k.  Cest  donc  le  théorème  d'EucLiDK,  mis 

VoL.  xm  —  N.°  2  1 
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smis  une   forme   moderne,    qui   nest   qu'uiie   traduclion   de  la 
forme  ancienne,  dans  la  langue  malhéuiatique  de  notre  siècle. 

«Cest  par  le  calcul  infinitesimal  que  nous  arrivons  h  appré- 
cier,  à  comprendre  et  à  déleiniiner  ies  valeurs  incommensura- 
bles.  Âussi,  dès  que  la  ccmception  nelte  de  rincommensurable 
s'est  inlroduite  cliez  Ies  grecs,  elle  a  été  saisie  par  Ies  pliiloso- 
phes  athéniens,  qui  Tont  appliquée  à  Téiude  de  la  morale;  ces 
idées,  exposées  dans  Ies  dialtj^-^ues  de  Platon,  sont  devenues 
absurdes  dans  Ies  siècles  qui  Ton  suivi,  et  aujourdluii  encore, 
personne  n'arriva  plus  à  Ies  comprendre.  Elles  sont  pourtant 
bien  simples. 

«Lisez  le  Ménon:  Vous  y  trouvez  une  petite  ieçon  de  géomé- 
trie  qui  a  toujours  été  admirée  par  Ies  commeniateurs :  cepen- 
dant,  il  n'y  en  a  aucun  qui  ait  dit  en  quoi  elle  consiste.  Ce 
que  Socrale  enseignc  d;ins  celte  Ieçon,  cest  Tart  de  construire 
une  droite  qui  soit  égale  a  v  8 ,  c'est-it-dire,  \\  une  quanlité  in- 
commensurable, 

«Qu'est  ce  que  1'incommensurable?  Cest  une  somme  d'infi- 
niment  petits  dont  le  résultat  ne  peut  pas  ètre  exprime  en 
nombres.  On  en  approclie  tout  qu'on  veut:  mais  on  n'y  arrive 
jamais.  Et  c'est  à  ce  genre  de  conceptions  qu'appartiennent, 
suivant  la  philosophie  socratique,  beaucoup  d'idées  abstraites 
telles  que  la  justice,  le  courage,  la  beauté,  la  sagesse. 

«Voici,  par  exemple,  le  dialogue  d'Hippias,  ou  il  sagit  de  de- 
finir la  beauté.  Socrate  oblige  son  interlocuteur  à  lui  donner 
une  série  de  définitions,  successives,  dont  aucune  ne  se  trouve 
exacte.  Mais,  si  on  Ies  examine  Tune  après  Tautre,  on  voit 
qu'elles  se  rapprochent  de  plus  en  plus  de  cette  verité  qu'on 
ne  peut  atteindre,  et  qu'elles  sont  alternativement  trop  res- 
treintes  ou  trop  étendues.  Elles  se  présentent  ainsi: 
I.  Une  belle  filie 
II.   Lor 

III.  Ce  qui  est  convenable 

IV.  Une  vie  heureuse  après  laquelle  on  est  enseveli  dans  le 

tombeau  de  ces  aieux. 
V.   Ce  qui  est  ulile. 

VI.  Ce  qui  plait  à  Touie  ou  h  la  vue. 

Si  Ton  prend  Ies  définitions  i,  ni  e  v  on  voit  qu'elles  sont 
insuffisantes:  ainsi  la  beauté  existera  sans  doute  dans  une  belle 
filie;  mais  elle  existera  aussi  dans  une  belle  cavale,  dans  une 
belle  lyre.  De  mème  il  est  aisé  de  découvrir  des  objets  qui 
sont  beaux,  mais  auxquels  on  ne  trouve  aucune  utilité  pratique. 
L'inverse  a  lieu  pour  Ies  définitions  paires.  II  n'est  pas  vrai  que 
tout    objet    deviendra    plus    beau    s'il    est    fait    en    or.    Quand 
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Phidias  fit  sa  Minervc,  il  poiívait  faire  en  or  sa  face,  ses  pieds 
et  ses  mains;  ce  n'élait  poiíil  le  prix  de  la  inatière  qiii  TaiTè- 
tait  dans  celte  voie,  puisque  le  jour  oh  il  voulul  exposer  aux 
Alliéniens  ce  que  devait  coúier  Timage  de  la  déesse,  ils  lui  dé- 
lendirent  de  parlcr.  Mais  il  juge  avec  raison  que  Tor  ne  con- 
venait  pas  pour  íigurer  les  mains,  les  pieds,  la  face;  il  les  mo- 
dela en  ivoire,  el  pour  représenter  Téclat  rétinien,  qui  hrille 
dans  les  prunelles  de  Minerve,  coninie  dans  celles  de  la  chou- 
ette  ou  du  lion,  il  íit  choix  dune  pierre  précieuse,  d'une 
agathe  blanche. 

Les   repouses  présentées   i\  Socrate   sont  les  niènies  que  s'il 
avait  demande  a  quoi  est  égale  la  racine  carrée  de  2,  et  si  on 

3      7      n      41      99 
lui  avait  successivement  c'est  1 ,  y,  — i  -rx'  õiV'  'nn' 

Socrate  aurait  dit:  non;    car  les  carrés  de  ces  valeurs  sont 

9     49     289      1681     9801  .,     ,  , 

1    —    — ,  , ,   ,   el  il  n  V   a  aucun  de  ces  carres 

'   4'   25'    144'     841  '    4900' 
qui  soit  égal  h  2.  A  la  vérité  ils  en  diíTérent  de  moins  en  moins, 
h  mesure  qu'on  les  prend  Tun  après  Tautre;  car  ces  diíTérences 

sont  successivent  U  j,  ^,  ^,  j^,  j^^  et,  comnie  elles 

sont  alternalivement  en  plus  et  en  moins,  elles  renferment 
entr'elles  la  valeur  cherchée,  doú  il  suit  que  nous  arrivons  à 
posséder  des  notions  de  plus  en  plus  avancées  sur  cette  valeur, 
et  qu'en  iravaillant  ainsi  nous  n'avons  pas  perdu  notre  temps.  En 

langage  moderne,  cela  s'énonce  en  écrivant  v2=1  ~1~ õ"  i  _L 

^2'+... 
mais,  sans  avoir  su  écrire  ainsi  une  série,  Thèétète,  Tun  des 
interlocuteurs  de  Socrate,  dans  le  plus  beau  peut-ètre  de  ses 
dialogues,  a  parfaitement  defini  la  racine  carré  de  2  "a  Taide  de 
ce  procede. 

Est-ce  a  dire  que  Socrate,  dans  sa  conception  philosopliique 
des  choses,  introduit  loujours  rincommensurable?  NuUemcnt: 
il  sait  aussi  bien  que  nous,  mieux  que  nos  pères  du  temps  de 
Newton,  que  les  sommalions  des  infinilimcnts  petits  peuvent 
conduire  à  des  résullats  qu'on  exprime  en  nombres. 

11  y  a  des  dialogues,  oà  après  avoir  procede  par  approxima- 
tions  successives,  il  formule  une  afíiiination  nette  et  absolue. 
Tel  est  celui  du  Banquet.  Les  interlocuteurs  donnent  des  défi- 
nilions  de  plus  en  plus  approchécs  de  Tamour.  Socrate  dit  que 
c'est  la  rcchcrche  de  Piunnortalilé, 

«L'liomme  est  un  condamné  à  mort.  S'il  est  gravemcnt  ma- 
lade,  et  s'il  guérit,  il   se  livre  à  la  joie,  et  cependant,  qu'a-t-il 
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oblenue?   Moins  que  rieu:   un  sursis,  avec  la  certitude  que  ja- 
mais on  ne  lui  fera  grâce. 

«Mais,  s'il  doit  périr  hii  luènie,  il  peut  laisser  après  lui  des 
êlres  qui  lui  sont  semblables,  et  défier  mort  dans  Tavenir  de 
ses  descendants. 

oEt,  coninie  1'iuímortalilé  esl  un  allribut  divin,  et  que  la  na- 
ture  diviue  exclui  la  laideur  et  la  irislesse,  les  sexes  qui  s'unis- 
sent  dans  rainour  sont  enlraints  pai"  la  contemplalion  du  beau 
et  accomplissent  leurs  mysières  dans  la  joie. 

«Est  ce  lout?  Non  niille  fois:  il  esl  une  autre  immortalité;  ce 
será  celle  du  poete  dont  les  chants  seront  répétés  par  les  géné- 
rations  futures,  celle  du  guerrier  qui  défend  sa  patrie  et  qui 
meurt  pour  elle,  celle  du  sage  qui  révèle  aux  hommes  des  vé- 
rités  inconnues ;  cest  limniortalité  d'Homère,  de  Pythagore,  de 
Léonidas,  et,  dans  celle  iiuuiorlaliié  comme  dans  lauire,  la  na- 
ture  de  Tamour  se  révèle  par  la  beauté  des  actions  et  des  pen- 
sées,  par  la  joie  qui  s'empere  d'un  peuple  libre,  victorieux  de 
ceux  qui  ont  voulu  ropprinier;  par  le  plaisir  sans  fin  que  don- 
nenl  la  lecture  des  beaux  vers  ou  la  contemplalion  des  prin- 
cipes  de  la  science. 

«Après  avoir  parle  ainsi,  Socrate  ne  se  retire  pas  du  ban- 
quei: il  y  demeure.  II  épuise  la  grande  urne  ou  le  vin  déborde; 
il  boit  jusqu'au  moment  ou  le  dernier  convive,  plus  faible  que 
lui  comme  lous  les  autres,  se  declare  incapable  de  lui  lenir 
téte. 

«Cetle  soif  allégoriqué,  inextinguible,  symbole  des  additions 
infinies  qui  forment,  à  Taide  des  infinimenls  pelits,  toutes  les 
valeurs,  n'e.sl  pas  une  conceplion  parliculière  au  génie  bellé- 
hique,  On  la  retrouve  dans  Toeuvre  d'Omar  et  Kbeyyan,  raslro- 
nome  du  sullan  Seldjoncide  Alp  Arslan,  que  Hafiz,  Sadi,  et 
teus  les  orlenlaux  saccordent  a  considérer  comme  le  prince  de 
poetes  persans.  De  Ia  mème  main  dont  il  écrivail  ses  catalogues 
d'étoiles,  et  ses  calculs  sur  le  calendrier  d'Yesdegude,  Ornar, 
dans  les  beaux  vers  ou  il  vliante  les  joyaux  de  Giamscliis,  et 
les  amours  du  rossignol  et  de  la  rose,  ne  cesse  pas  de  célèbrer 
la  taverne  oíi  il  boit  le  vin  délicieux  qui  ne  peut  jamais  le  dé- 
saltérer,  et  qui  represente,  d'une  pari,  les  myslères  numériques 
de  rinfini,  de  l'autre,  la  morale  vraie  et  puré,  Tamour  nalurel 
des  bommes,  la  reclierclie  d'une  immorlelle  dans  les  bonnes 
actions  et  dans  les  ceuvres  glorieuses. 

«Ces  données  sont  celles  que  nous  présenlenl,  dans  Tliistoire 
des  infininients  petits,  ranliquilé,  le  moyen  age,  et  le  début  des 
époques  modernes, 
'    «Avec  Newton,  nous  entrons  dans  Tère  des  resultais  pratiques. 
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Nkwto.n  a  été  pour  rAnalyse  iníinirésimale  ce  (jue  Lavoisier  a 
été  pour  la  chiiuic,  ce  que  Hapliael  a  été  pour  la  peinlure,  ce 
que  Mo/ait  a  clé  pour  la  musique:  c'e.st  lui  qui  a  eu  la  gloire 
de  pronoiuer  le  jial  lux  cians  celte  branche  des  inalhéniatiques. 

«Mais  si  les  conclusions  de  Newton  s'imposent  par  leur  beauté 
et  par  leur  lécondilé  incomparablcs,  on  nc  peul  pas  en  dire 
autant  de  ses  raisonnements. 

«A  ce  point  de  vue,  rien  ii'est  plus  ini|)arfait  que  son  calcul 
des  Iluxious,  et,  si  Ton  étudie  les  oeuvres  de  ses  contemporains 
et  de  ses  preniiers  successeurs,  on  doit  reconnaiirc  qu'il  s'est 
imposé  à  lout  le  monde,  mais  qa'il  n'a  convaincu  personne. 

«Que  dire,  par  exemple,  d'un  raisonnemenl  tel  que  celui-ci, 
qui  devint  pour  Tévèque  Berkeley,  une  véritable  pierre  d'échop- 
pement  et  de  scandale: 

«On  peut  ajouter  zero  à  une  quantité  x\  on  a  ainsi  le  binome 
a;-f  0.  Êlevons  le  à  la  puissance  7i;  il  devient 

X''  +  O  ^'  n  j;"-»  +  O'  X  [FJ 

F  étant  la  suite  du  développement.  Relrancbons  ^''  et  divisons 
tout  par  zero:  nous  obtenous  la  fluxion  n  x"-^ 
«for,  dirait  Berkeley,  when  it  is  said  let  lhe  increment  be  no- 
thing,  tlie  former  siipposition  tbat  tbe  increment  be  somelbing 
is  destroyed,  and  yet  lhe  expression  got  by  that  former  suppo- 
sition  is  retained», 

G-Cette  objection  est  parfaitement  exacte,  et  Berkeley,  dans 
sa  longue  et  lumineuse  polemique,  pose  avec  juste  raison  des 
conclusions  qui  sont  à  peu  prés  celles-ci:  «tout  ce  que  vous 
afirmez  se  trouve  exact,  mais  vous  ne  le  démontrez  pas». 

alMaclaurin,  dans  son  traité  des  fluxions,  se  niontre  tellement 
dèpourvu  de  confiance  dans  les  príncipes  ihéoriques  de  Newton, 
qu'il  emploi  les  dcux  tiers  de  Touv-rage  à  démontrer,  sans 
prouver  le  mot  de  íluxion,  tout  ce  qui  se  rapporle  aux  tan- 
gentes, aux  asymptotes,  aux  máxima,  aux  minima,  aux  rayons 
de  courbure,  etc.  II  parle  c(mi"me  auraieni  parle  Galilée  ou 
Descartes;  aussi  est  il  três  pénible  et  três  difficile  de  le  lire. 

«RoBius  alia  jusqu'a  dire  que  les  variables  ne  sauraient  atlein- 
dre  leurs  limites  ('),  et  il  appliquait  ce  principe  ou  sophismc 
d'Achille  et  de  la  torlue,  d'aprês  lui,  Achille  ne  pouvuit  pas 
atteindre  la  tortue. 


(1)  RoBiNS,  A  Disconrse  containing  the  nature  and  cerlainty  of  sir  Isaac 
Newton'6  7?ie<Ãod  of  fluxions  (London,  1775). 
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«D'Alciubert  a  jiigé  ii  propôs  cVadmcltre  la  inoiíslnieuse  afFir- 
maiion  de  Uobius,  et  il  n'a  pas  élé  le  seul. 

«Au  reste  ou  n'eii  fmirail  pas,  si  Ton  voulait  citer  tout  ce 
que  le  dixliuitième  siècle  a  jiioduit  sni'  ee  sujei:  il  y  a  la  «me 
bibliographie  considéruble  (|u'on  ])()uirait  íaire,  et  qui  n'oírre 
aujourdluii  aucun  inlérèt  bien  sérieux, 

«Les  grees  avaient  conipris  paríaiteinerit  bien  coinnient  Acliille 
alteint  la  tortue:  il  ii'y  a  personne  aujourd'hui  qui  ne  puisse 
s'en  rendre  conijjle  en  regardant  les  aiguilles  d'une  inonlre. 
Socrate  et  Archiinède  n'avaient  pas  les  uiontres  comine  nous; 
mais  ils  avaient  sous  les  yeux  1  appareil  cosmique,  oíi  les  astres 
sont  les  aiguilles  qui  marquenl  les  heures,  et  ils  comprenaient 
sans  peine  comment  la  Lune  qui  est  Achille,  atieint  le  Soleil 
qui  est  la  tortue,  h  cliacune  de  ses  révolutions  sur  zodiaque. 

«A  Tépoque  de  Lagrange  la  question  des  infiniments  petits 

est  entrée  dans  une  phase  nouvelle,   qui  est  celle  de  la  vérilé, 

et  des  notions  simples  et  réelles.    Laguange,   en  eíFet,  a  montré 

que  les  infiniments  petits  n'existent  pas.  Quand  on  écrit  les  ex- 

pressions  dy  et  dx^   on  agit  comme  quand  on  écrit  le  s\mbole 

V  —  l.    Ce  sont  des  leltres  qui  facililent  le  calcul,  et  rien  autre 

Aw 
chose,   Ce  qui  existe  c'est  le  -p-,    le    A   étanl  ici    lexpression 

d'accroissements  finis,  mais  variables,  * 

«Ouand  on  fãit  tcndre  ces  accroissements  sur  zero,  -r^  tend 

,   ,.   •     ^iy       M     ■  ^"^    ■ 

vers  le  hmite  — f^,  et  il  arrive,  exactenient  comme  Achii.le  arnve 
dx 

à  joindre  la  tortue.  Cela  étant,  rien  ne  nous  empèche  de  prendre, 

quoiqu'i|s  n'aient  aucune  réalité,  les  deux  termes  du  rapport  — ^, 

dx 

et  de  leur  appliquer  les  formules  babituelles  du  calcul,  de 
même  que  nous  pouvons  éci-ire  13  =  (2  -f-  3  v  —  1)  (2  —  3  \  —  1), 
doíi  il  suit  que  le  nombre  13  qui  est  léel  se  trouve  décomposé 
en  deux  facteurs  entiers,  mais  iinaginaires,  à  Taide  desqueis 
rien  n'enipéche  de  faire  un  calcul,  si  Ton  croit  que  ce  soit  ulile. 
(^es  cxplications  étant  données,  mon  impression  est  que  Nunez 
doit  étre  range,  de  mènie  que  Socrate  ou  Thélète,  dans  la 
classe  de  ceux  qui,  avant  Newton,  ont  saisi,  pai"  intuilion  ce  que 
serait  un  jour  Tanalyse  infinitésimale,  et  qu'on  doit  le  ranger 
parmi  les  précurseurs  les  plus  remarquables  de  ce  genre  d'opé- 
rations  d'esprit.» 

Tornando  publica  esta  bella  peça  de  liisloriograpbia  mathe- 
matica,  que  de  modo  algum  desejaria  deixar  perdida  entre  os 


Tl 


meus  papeis,  devo  pòr  em  deslaq.ic  a  phrase  final  (  ),  a  qual. 
confirmando  cm  absoluto  o  modo  de  ver  do  sr.  K  Ocnn,  deixa 
o  assumpto  completamente  liquidado,  evitando  se  assmi  que,  a 
iodo  o  tempo,  volte  a  reviver  a  ideia  que  deu  ongem  a  escrever 


'P 
agora  nos  Annaes  estas  linhas 

Lisboa,  agosto  de  1917. 


ÍM  Também  o  notável  e  erudito  matbematico  italiano  sr.  GinoLoria,  a 
quim  posteriormente  consultei  sobre  h  sua  .uanou-a  de  ver  com  respeito  ao 
trecho  acima  transcripto,  de  que  lhe  dei  conliecuneuto,  emitte  em  carta  de 
í>9  de  iuU  o  a  seguintl  opinião:  «Toutefois  je  remarque  que  la  conception 
;t'ue'et  mprécfse  de  Finfiniment  petit  remonte,  toutau  moins,  aux  Cxrecs, 
^ui  par  1  Js  écoles  des  aferistes  se  sont  placés  parmi  1-  avants-courem-s 
dos  criateurs  de  la  thóorie  atomique,  qui  torme  aujourd  hui  Ia  colonne 
vc  t.'a  ai  de  la  chimic.  Par  consóqucc,  il  est  probablc  que  Numks  n  ai 
^"t^q^Upetcr  des  idées  .pu  ótaiont  dans  Tair  depu.s  P'-';;;;- -';;  J^ 
saus  y  ajoutor  ce  qui  ótait  iudispen«able  pour  les  tran«turmei  cu  des  vcil- 
tablea  méhodes  de  recherche  mathématique». 


FORMULAS  PARA  OS  DIOPTRiCOS 
E  PARA  OS  REFLECTORES  DE  REVOLUÇÃO 


POR 


GlOVANNI    COSTANZO 


O  fim  desta  nola  é  apresentar  uma  formula  pela  qual,  dada 
a  posição  dum  ponto  radiante  sobre  o  eixo  de  rotação  duma 
superfície  de  revolução,  fica  determinada  a  posição  dos  raios 
refractos  e  reflexos  correspondentes  às  diferentes  incidências 
sobre  a  mesma  superfície. 

Esta  formula  presta  se  a  numerosas  aplicações,  entre  as 
quais  escolhi,  para  expor,  as  mais  simples  que  são  lambem  as 
mais  interessantes :  as  aplicações  ao  plano  e  a  esfera. 


1.  Dioptrico  de  revolução.  —  Consideremos  um  dioptrico  limi- 
tado pela  superfície  gerada  pela  revolução  duma  curva  plana 
qualquer,  de  equação: 

y  =  V{x). 

Seja  n  o  indice  de  refracção  do  meio  anterior,  n   o  do  dior 


lâ 


plrico,  sendo,  para  fixar  ideias  ii''^n,  e  supúnhamos  que  o 
eixo  de  rotação  coincide  com  o  eixo  das  abcissas  da  curva  con- 
siderada. 

Dado  o  ponto  radiante  P  colocado  sobre  o  eixo  de  rotação 
e  o  ponto  M  colocado  sobre  a  superfície,  trata-se  de  determinar 
o  raio  refracto  MP'  que  corresponde  ao.  raio  iru-idcnte  PM. 
Chamemos  a  e  ,3  respectivamente  aos  ângulos  que  fazem  o  raio 
incidente  e  o  raio  refracto,  com  o  eixo  de  rotação  e  chamemos 
!f  ao  angulo  que  faz  com  o  mesmo  eixo,  a  tangente  à  curva  no 
ponto  de  incidência  M  de  coordenadas  x,  y. 

(À)mo  o  raio  que  incide  segundo  o  eixo,  por  ser  normal  ;i 
superfície,  não  sofre  desvio  ao  passar  para  o  segundo  meio,  o 
ponto  P',  imagem  do  ponto  P  estará  colocado  sobre  o  mesmo 
eixo  e  será  portanto  determinado  pela  intersecção  da  recta  MP', 
segundo  a  qual  se  refracta  o  raio  PM,  com  o  eixo. 

Considerando  os  diferentes  ângulos  da  figura,  vê-se.que: 

(1)  i=\-i'9-^) 

sendo  i  o  angulo  de  incidência  PMN. 

Chamando  /•  ao  angulo  de  refracção  CMP,  teremos: 

(2)  ^•  =  Y-(?  +  P). 

Pelas  leis  da  refracção  é  : 

n  sen  i  =  n'  sen  r 

e  substituindo  i  e  r  pelos  seus  valores  dados  pelas  formulas  (I) 
e  (2),  teremos: 

n  cos  (cp  —  a)  =  n'  cos  (cp  +  P) 

n  (cos  a  -\-  sen  a.  tang  cp)  =  n'  (cos  j5  —  sen  P .  tang  cp) 

e  como  MT  é  a  tangente  à  curva  no  ponto  M,  poderá  cscre- 
ver-se: 

dy 

tang  ':>  =  —f- 

^  '       dx 

e  então  a  última  formula  passa  a  escrevcr-se: 

(8)  n  í  ct)S  a  4-  —j  -  sen  a\  =  n'  (  cos  ,3  — y  sen  ^  J 
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expressão  que  demonsira  que  para  determinados  valores  de  n 
e  Tl'  o  angulo  {3  do  raio  relracto  com  o  eixo,  e  portanto  a  po- 
sição do  ponto  P',  alem  de  depender  da  posição  do  ponto  P, 
depende  também  do  anjii^ulo  a  e  portanto  é  função  das  coorde- 
nadas do  ponto  de  incidência. 

Vè-se  por  esta  mesma  formula,  que  depois  de  refractados,  con- 
vergem num  único  ponto  todos  os  raios  que  saindo  dum  ponto 
do  eixo  incidem  sobre  os  pontos  dum  paralelo  da  superfície  de 
revolução. 

Chamando/;,  p  respectivamente  às  distancias  OP,  OP'  e  con- 
siderando os  triângulos  rectângulos  MM'P,  MM'P',  obtem-se: 

p^oc  y 

cos  a  =  —  ,      sen  a  — 


o  p—x  y 

cos  p  =  '  ,      sen  p  — 


^{p'-a:f-\-y^  ^i^p^-xfJ^f. 

Estes  valores  substituídos  na  formula  (3)  dão: 

1     ^y  /  ^y 

(5) 


^(p  +  xf  +  y^  ^{p'-xf-\-f^ 

relação  que  liga  as  duas  distancias  p^  p'  num  dioptrico  qualquer 
de  revolução. 

Fazendo  passar  pela  origem  das  coordenadas  o  meridiano 
gerador  da  superfície,  não  fica  alterada  a  formula  final,  como 
é  fácil  verificar. 

A  cada  ponto  P  do  eixo  corresponde  pela  formula  (3)  um 
determinado  valor  do  angulo  p,  e  chama-se  primeiro  foco  prin- 
cipal do  dioptrico  ao  ponto  Fo  ao  qual  corresponde  um  angulo 
P  =  0.  Neste  caso  o  raio  refraclo  será  paralelo  ao  eixo  e  o  raio 
incidente  fará  com  o  mesmo  eixo  um  angulo  «o,  definido  pela  re- 
lação 

(6)  n'  =  71  í  cos  «o  +  -j~  sen  ao  ] 

que  se  deduz  da  formula  (3)  nela  fazendo  jS  =  0. 

Substituindo  em  (6)  os  valores  de  senão  e  cos  «o  dados  pelas 
formulas  (4)  e  indicando  pela  letra  /ó  a  distancia  do  ponto  Fo  à 


orig^em  (primeira  disíancia  focal  pi  incipal)  obtein-se: 

Reciprocamente,  considerando  o  caso  em  que  o  ponlo  ra- 
diante eslá  no  infinito,  isto  é,  o  caso  de  radiações  incidentes 
paralelas  ao  eixo,  será: 

a  =  0,     cosa=l,     sena  =  0 

e  chamando  Po  ao  angulo  que  o  raio  refracto  faz  com  o  eixo, 
pela  equação  (3)  obtem-se: 

(8)  n  =  n'  ( cos  Po j—  sen  Po )  • 

O  ponto  F  em  que  o  raio  refracto  encontra  o  eixo  é  o  ponto 
imagem  de  Poo  e  chama-se  segundo  foco  principal.  Indicando 
por  /  a  distancia  do  ponto  F  á  origem  (segunda  distancia  focal 
principal)  e  substituindo  em  (8),  cos  [3o,  sen  |3o  pelos  seus  va- 
lores dados  pelas  formulas  (4)  obtem-se: 

n'   ^-""-y-t 

(9)  —  t.^l. 

n    v/(/--.rp  +  y2 

Vè-se  pelas  equações  (7)  e  (9)  que  a  cada  valor  de  a-,  y, 
isto  é,  a  cada  paralelo  da  superfície  corresponde  um  valor  par- 
ticular de  /ò  e  f. 

2.  Dioptrico  plano.  —  Para  aplicar  a  formula  (5)  aos  dioptri- 
cos  planos,  consideremos  a  superfície  plana  do  dioptrico  como 
gerada  pela  rotação  do  eixo  das  ordenadas  em'  volta  do  eixo 
das  abcissas;  portanto  a  equação  do  meridiano  será: 


x  =  0 


dy_ 
dx 


76 


Para  èsles  valores  a  expressão  (5)  torna-se: 


ou 


(10) 


\/p'  +  y' 


e  observando  a  figura,  pelo  teorema  de  Pitágoras; 

n  PM 


n'  PM 


ou 


(lU  P'M  =  -  — PM 

n 


e  como 


y2  =^2  tang^  i  =  p'^  tang^  ;■ 


substituindo  na  formula  (10)  estes  valores,  obtém  se: 


p  ^  \-\-  tang^  i         p'  ^\-{-  tang^  r 


ou 


n  .  n' 

—  cos  i  = -r-  cos  r 

/^  P 


e  emfim 

(12)  /.'  = 


n' p     cos  r 


As  formulas  (11)  e  (12)  são  as  que  se  costuma  achar  por  via 
directa  nos  tratados  de  óptica. 

3.  Dioplrico  esférico.  —  Para  aplicar  as  formulas  gerais  ao 
dioplrico  esférico  basta  considerar  a  superfície  gerada  pela  ro- 
tação dum  arco  de  circunferência  passando  pela  origem,  em 
volta  dum  seu  diâmetro  que  tomaremos  como  eixo  das  abcissas. 
Neste  caso  a  equação  da  curva  geradora  da  superfície  será: 

(13)  ^2_^y2_2R-J7, 


Ti 


sendo  R  o  raio.  Derivando,  teremos 

dy        R  —  X 
dx  y 

e  substituindo  na  formula  (5)  este  valor,  teremos: 


e  atendendo  à  formula  (13)  poderemos  escrever: 
;,+  R  ^,  ^'-R 


(14) 


t/2Rjc+/)(/;  +  2x)  v/2R:r  +  ^'(/j'  — 2jr) 


Fazendo  egual  substituição  nas  equações  (7)  e  (9)  teremos 
também : 

(15)  _^___iiL==i 

«'  v/2R^  +  /of/b  +  2a:) 

(16)  4  ^-^      =.1. 

.         "    v/2  R^ +  /"(/•— 2  jc) 

Se  considerarmos  apenas  as  ladiações  que  incidem  em  pontos 
da  superfície,  bastante  próximos  da  origem  para  que  possamos 
despresar  a  sua  abscissa  x,  em  relação  a  yo,  ^'  e  R,  a  equa- 
ção (14)  torna-se: 

y(/'  +  R)  =  y(/''-R), 

f--^=--^(M'  — 7i) 

que  é  a  conhecida  formula  do  dioplrico  esférico  de  abertura 
bastante  pequena.  Para  valores  de  x  despresiveis,  das  formulas 
(15)  e  (16)  deduzem-se  os  seguintes  valores  das  distancias  focais 
principais : 

nR 

h  =  — ■ 

n  —  n 

n'R 


^=n        n 
Tl  —  n 


formulas  lambem  conhecidas. 
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4.  Aplicação  das  formulas  aos  refleclores  de  revolução.  —  Para 
passarmos  das  considerações  relativas  à  refracção  às  da  reflexão 
temos  que  pôr: 

(17)  n'  =  —  n. 

Logo,  para  aplicar  a  formula  (5)  aos  refleclores  de  revolução 
basta  nela  introduzir  a  condição  (17),  o  que  dá: 


^  +  "  +  ^-^ 


y 


dy^ 
dx 


Elevando  ao  quadrado  ambos  os  membros,   simplificando  e 
passando   todos  os  termos  para  o  primeii'o  membro,  teremos: 


=  0 


(/-"-/'=) 

:^'©-^'+-^a 

+ 

-f(/^+/^') 

[2,,V^+2V+V^-2.-^.f-2./(è)] 

e  dividindo  por  y  (p -\- p')  teremos: 

(P'-P) 

KÍT-^-^^] 

+ 

que  pode  escrever-se: 


dy 


dy 


H±  -y+^^±+h 


X 


dy 

dx 


dy 


dy 


dy 


-^  +  2^^+2/^:7!: 


dx 


dx 


+ 


ou  finalmente: 


©-^-^^+KS~^]' 


(18) 


p  =x  —  y 


(^+-)['-(Í)^ 


V^^y 


dy_ 
dx 


2(/'+")^-^ 


dx 


^h 

1  N 

dx 

^/y 

dx  / 
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No  caso  de  raios  incidentes  paralelos  ao  eixo  de  rotacào.  o 
ponto  P  estará  no  infinito  e  a  distancia  /;'  con-espondenle  (•  a 
distancia  focal  principa/  f,  cuja  expressão  se  deduz  de  (9)  tenilo 
em  atenção  a  condição  (17): 


(19)  /■=-^  +  y 


Ao  mesmo  resultado  se  chegava,  como  de  resto  é  evidente, 
introduzindo  na  equação  (18)  a  condição  ^=  oo. 

5.  Reflector  plano. —  Consideremos,  analogamente  ao  que 
fizemos  no  capitulo  2,  a  superfície  gerada  pela  rotação  do  eixo 
das  ordenadas  em  torno  do  das  abscissas. 

O  reflectoi"  formado  por  tal  superficie  é,  evidentemente,  um 
espelho  plano.  A  equação  do  meridiano  gerador  é 

x  =  0 
e  então 

dy  _  OD. 

dx 
Substituindo  estes  valores  na  formula  (18),  teremos: 

resultado  que  nos  diz,  como  se  sabe  da  Fisica  elementar,  que 
num  reflector  plano,  o  ponto  radiante  e  a  sua  imagem  são  si- 
métricos em  relação  s  superfície  de  reflexão. 

6.  Reflector  esférico.  —  No  caso  duma  superficie  especular 
esférica  a  equação  do  mei"idiano  gerador,  será,  como  já  vimos 
no  parágrafo  3 : 

(20)  ^2^/  =  2Hx 

e  então 

dx  y 
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valores  estes  que  substituídos  na  formula  (18)  dão: 


p'  =  X 


K  —  X 


y 


{p-Vx)-y     I ^^ 


e  atendendo  ao  valor  de  y^  tirado  da  equação  (20)  teremos: 

,_         {kKx  —  1x'^-\\^){p  +  x)  +  'í{K-x){1Kx  —  x^)_ 
P  ~^^  4Rjc  — 2^'2-R2_2(R  — jc)(/j  +  ar)  ~" 

_         \\\px  —  2  px^  -  R^;?  +  3  R^  jc  —  2  R  ^2 
~^^  2Rx-2Ryo  +  2/jjc-R2 

e  finalmente: 

ron  2R;.a:-R>  +  2R^^ 

^    ^  '^      2R:c-  — 2(R-^)/>-R2 

formula  esta  que  põe  em  evidencia  como  a  posição  do  foco  con- 
jugado dum  ponto  luminoso,  nos  espelhos  esféricos,  não  é  inde- 
pendente do  valor  de  x. 

Considerando  porém  raios  incidentes  muito  próximos  do  eixo 
das  abscissas,  isto  é,  admitindo  tratar-se  de  espelhos  de  pe- 
quena abertura,  caso  em  que  podemos  despresar  o  valor  de  x 
em  relação  a  ^,  ^'  e  R,  a  ultima  formula  passa  a  escrever-se : 

(22)  --      ^P 


2/j  +  K 

que  é  a  conhecida  formula  dos  espelhos  esféricos  de  pequena 
abertura. 

A  distancia  focal  principal  do  reflector  esférico  pode  obler-se, 

quer  substituindo  y  e  —~   pelos   seus  valores  na    formula   ge- 
ral (19),  quer  pondo  p=(x>  na  formula  (21),  oblendo-se: 

2RJC-R2 


(23)  f- 


2  (R  —  jc) 


formula  que  demonstra  que  a  distancia  focal  principal  dum 
espelho  esférico  varia  com  os  valores  de  x,  e  portanto  é  dife- 
rente para  cada  paralelo  que  se  considere. 
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Quando  porém  se  irata  de  espellios  de  pequena  abertura, 
nos  quais  possamos  despresar  x  em  relação  a  R,  a  formula  (22) 
ou  (23)  dá  a  conhecida   relação: 

'       2 

7.  Dioptricos  e  refleclores  côncavos.  —  As  formulas  apresen- 
tadas aplicam-se  directamente  apenas  aos  dioptricos  e  reflectores 
de  revolução  que  apresentam  aos  raios  incidentes  superfícies 
convexas,  para  as  quais  elas  foram  deduzidas. 

Valem  porem,  como  é  evidente,  também  para  os  dioptricos 
e  reflectores  côncavos   bastando  nelas  mudar   o  sinal    de  j;   e 

1    <^y 

portanto  o  de  -j-, 

Lisboa.  Instituto  Superior  Técnico,  1919. 
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LEVERS  ET  COUCHERS  DU  SOLEIL 

PAR 

F.  OoM 


A  propôs  des  nouvelles  tables,  plus  étendues  que  celles  pré- 
cédement  exislantes,  données  niaintenant  pai'  V Aiyie) ican  Ephe- 
vieris  de  Washington,  poiír  calculei"  Theure  du  Icver  et  dii 
coucher  du  Soleil  et  de  la  Lune,  une  légère  discussion  s'est 
élevée  dans  cerlains  receuils  astionomiques,  au  sujet  de  leur 
précision,  et  incidemnient,  aussi,  au  sujet  de  la  définition  exacle 
qu'il  convenait  dadopler  pour  fixer  géométriquement  Tinstant 
du  phénomène  cherché. 

S'il  esl  en  eflet  évident  que  le  nionient  ou  le  Soleil  se  couche 
ou  se  leve  est  celui  oíi  cet  aslre  se  trouve  à  Thorizon,  néam- 
moins  il  reste  une  certaine  incertitude  quant  au  point  du  disque 
solaire  que  Ton  doit  prendre  en  considération  pour  cela.  Le 
plus  simple  serait  de  prendre  pour  ce  point  de  référence  le 
cenlre  du  disque.  Mais  il  faut  reniarquer  que  souvent  on  est 
tente  de  rapporter  le  monient  du  lever  ou  du  coucher  à  Tins- 
lant  oú  le  bord  du  disque  aífleure  Thorizon,  soil  que  le  Soleil 
se  trouve  cache  en  entier,  soit  qu'il  se  trouve  entièreinent  visi- 
ble.  Cest-à-dire  qirii  faut  se  décider  cnire  Irois  poinls  princi- 
pauA  du  disque  solaire:  le  centre,  le  bord  supérieur,  ou  le 
bord  inférieur. 

11  faut  d'ailleurs  remarquer  encore  que  Vhorixon  lui-mèmc 
peut  ètre  considere  géométriquenient  de  Irois  nianières :  soit 
qu'il  represente  le  plan  perpendiculaire  à  la  verlicale  et  passant 
au  centre  de  la  Terre  (horizon  rationel),  ou  bien  le  plan  paral- 
lèle  h  celui  ci,  mais  tangent  à  la  surface  terrestre  au  point  oíi 
se  trouve  Tobservateur  (horizon  sensible)-,  soit  enfin  le  cone  dont 
l'oeil  de  celui-ci  est  le  sommet,  et  dont  la  surface  est  tangente  h 
la  Terre  (horizon  visible).  Et  il  faudrait  encore  prendre  en  consi- 
dération,   non  'cnlcment    Taltitude   de   robservaleur  n)ais  aussi 
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celle  des  points  tenostres,  collines  ou  niontagnes,  dcrrière  les- 
quels  Tastre  se  nioiitre  ou  disparait. 

Voici  cej)endaut  ce  (|ui  nous  senible  préférable,  à  ce  sujet, 
d'aprè.s  uoire  expérience. 

Or  il  est  évylent  loul  d'abord  que  pour  des  caiculs  de  pié- 
diction  de  ce  genre  on  ne  peut  exiger  qu'une  rigueur  peu  éle- 
vée.  En  general,  cliaque  station  à  considerei-  presente  à  cliaque 
jour  de  Tannée  une  parlicularité  diíTérenle,  quant  à  la  hauteur 
de  rhorizon  réel,  au  poinl  du  lever  ou  du  coucher  du  Soleil. 
Ce  n'esl  que  dans  les  cas,  (d'ailleurs  les  moins  fréquents  de 
beaucoup),  oú  Thorizon  est  celui  d'une  vaste  nappe  d'eau, 
comme  la  mer  ou  un  grand  lac,  que  cette  cause  d'incertilude 
et  d'erreur  disparait. 

En  outre,  les  conditions  atntosphériques,  iníluant  sur  la  ré- 
fraction  astrononiique,  produisent  des  incertitudes  considéra- 
bles,  qu'il  est  absolument  inipossible  de  prévoir,  et  qui  peuvent 
facilement  atteindre  quelques  minutes  de  tenips. 

II  est  dohc  illusoire  de  prétendre  une  rigueur  considérable 
dans  les  caiculs  de  prédiction  des  levers  ou  couchers  des  as- 
trcs :  le  Soleil,  quel(|uei'ois  la  Lune,  et  fort  rarement  quelque 
autre.  Tout  ce  qu'on  peut  désirer  c'est  d'atteindre  dans  ce 
calcul  la  précision  d'une  minute  enlière  de  temps. 

Mais  s'il  est  inulile  de  pousser  plus  loin  rapproximalion  cher- 
chée,  il  convient  de  ne  pas  négiiger  de  Tattcindre  suffisaniment 
pour  que  Tinslant  oíi,  en  eííet,  un  observaleur  quelconque  aper- 
çoit  le  phénoniène,  s'accorde,  poui*  la  minute  ronde,  avec  le 
nombre  donné  par  le  calcul  pour  les  tables  dont  il  peut  ètre 
nmni. 

Cest  pour  cela  que,  laissant  pour  le  moment  de  côté  la  ques- 
tion  de  Vhorizon  adopte,  il  n'est  pas  indiííérent  de  choisir  pour 
ce  calcul  celui  des  trois  points  remarquables  susmentionnés  du 
disque  solaire  qui  será  le  plus  convenable  pratiquement. 

II  est  clair  aussi  qu'on  ne  peut  se  dispenser  d'introduire 
TeíFet  de  la  réfraction,  pour  des  conditions  moyennes  de  tem- 
perature  et  de  pression  atmosphériques  (puis  qu'il  est  impos- 
sible  de  les  prévoir  exactement  pour  le  lieu  et  pour  Tinstant 
desirés).  Cet  eíTet  atteint  généralement  quelques  minutes  de 
temps  dans  nos  latitudes. 

L'efrcl  de  la  parallaxe  est  évidemment  négligeable  pour  le 
Soleil;  mais  il  faut  absolument  Tintroduiie  dans  le  calcul  pour 
la  I.une,  vu  quelle  a  aussi  une  iníluence  fort  sensible  dans  ce 
cas. 

Reste  la  queslion  (juant  au  point  du  disque  à  considérer, 
quesiion  qui  pourra  paraitre  oiseuse  à  plusieurs,  et  (|ui  Test  en 
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cíTel  dans  Ics  cliinals  nébiiloiix,  oíi  Thorizon  se  Irouve  presque 
toujours  cache  ou  obscurci  ])ai'  dcs  bruiiies  ou  tles  nuages.  Mais 
il;n'en  est  plus  de  iiiènie  dans  les  pays  ensoleillés,  teis  que  le 
nôlre,  oíi  la  limpidilé  du  ciei  cst  (requente  ou  habiluelle. 

Dans  ces  conliées  favoíisées  sous  ce  point  de  vue,  il  n'y  a 
pas  que  je  sache  de  dt)Ule  ou  dMiésitation  quant  ;i  l'inslant  qui 
déíinit  le  coucher  du  Soleil  pour  tons  ceux  qui  Tobservent  par 
hasurd  ou  déhbérenunent.  Ccsi  le  nionienl  oíl  disparail  sous 
l.'horÍ7.on,  de  la  mer  ou  des  collines  eloignées,  le  dernier  rayon 
du  disque  solaire,  comme  cela  a  lieu  au  monienL  du  commence- 
nient  (le  la  tolalité  dans  une  eclipse  de  cel  asire.  Cest  alors 
seulenient  que  lous  les  speclateurs  pensent  ou  disent  «Le  soleil 
est  couché».  Et  si  à  cet  instant  ils  regardenl  leur  nionlre,  il 
faut,  si  elle  est  juste,  que  son  heure  saccorde,  a  une  minute 
prés,  avec  celle  de  la  tablc  des  couchers  du  Soleil,  pour  le 
lieu  en  question,  sous  peine  de  jeter  sur  celle  labie  un  certain 
discrédit,  qu'il  vaut  généralement  niieux  éviler. 

Pour  le  lever  du  Soleil,  Tobservation  est  naturellenient  nioins 
frequente,  et  les  speclateurs  moins  nombreux.  Mais  encore  dans 
çe  cas,  il  n'est  pas  difficile  de  savoir,  dans  une  contrée  à  ciei 
habituellement  pur,  et  à  horizon  clair,  quel  est  le  nionient  que 
chacun  adniel  pour  ce  phénomène.  Cest  celui,  égaleuient,  oCi 
le  premier  rayon  du  disque  solaire  darde  son  premier  éclair 
au-dessus  des  montagnes  ou  des  vagues.  Inimédiaiement  chacun 
juge  «Le  Soleil  est  leve»,  et  si  un  vague  senliment  nous  inspire 
llidée  de  que  cela  n'est  pas  encore  loul-a-fait  vrai,  ce  senti- 
ment  disparail  rapidenienl,  car  bienlòt  lastre  devient  trop 
éclalant  poui'  permettre  une  recherche  plus  complete. 

Donc,  tant  pour  le  lever  comme  pour  le  coucher  du  Soleil 
fou  de  la  Lune)  I  instant  qu'il  faut  prendre  en  considération 
dans  le  calcul  des  tables,  pour  s'accorder  le  mieux  avec  Tobser- 
vation  la  plus  communè  et  la  plus  générale,  est  celui  oCi  le 
point  supérieur  du  disque,  le  linibe  supérieur,   touche  Thorizon. 

Le  centre  du  disque  n'a  aucune  ulilité  dans  Tobservation  des 
levers  ou  couchers;  car  à  ce  moment  l'astre  est  toujours  lorte- 
ment  deforme  par  les  i-éfraclions  irréguHères.  Au  lieu  d'ètre 
eHiptique  comine  le  voudrait  la  théoi-ie,  il  est  presque  toujours 
anguleux,  reclangulaire,  seclionné  en  tranches  horizontales,  que 
sait-on,  Donc  le  centre  du  disque  est  un  point  absolument  à 
rejeler  pour  ce  sujei,  plus  encore  que  pour  toule  autre 
observalion  de  cel  astre.  En  fait,  on  ne  peut  aucunement  se 
rapporler  ii  ce  point  introuvable  pratiqueiiient. 

II  líous  reste  encore  à  considérer  le  point  le  plus  bas  du 
disque,  ou  liinLe  inférieur,  que  Ton  pourrait  ètre  tenlé  de  prendre 
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en  alteiuion,  surioiii  lors  dii  levei-  dii  Solcil,  |)iii>-c|iie  c'('sl  seu- 
leineiit  ;i  son  a])|)arilinn  que  lasliT  est  coinplélciiient  visible. 
Mais  en  realité,  dans  ime  contrée  à  ciei  clair  eL  limpide,  cet  ins- 
lant  est  inobservablc.  En  eflet,  lorsque  le  bord  inféiicur  du 
Soleil  touehe  Thorizon,  cel  astre  a  déjn  —  (ju  encore,  s'il.s'a'jit 
du  couchcr, —  lout  son  éclat  aveuylant,  et  il  devient  absolu- 
ment  impossible  de  l'ob.-.erver,  voire  nièine  de  le  regarder,  si 
ce  n'esl  avec  Taide  de  veiTcs  colores.  Cel  instam  n'a  pour  per- 
sonne  le  nioindre  interèl  pratique,  et  sans  aucun  doute,  jamais 
il  n'est  observe,  ou  remarque  spécialement  par  qui  que  ce  soil. 


De  ce  qui  precede,  nous  croyons  pouvoir  conclurc  que  le 
seul  point  h  prendre  en  considéraiion,  dans  le  calcul  de  prédic- 
tion  fies  levers  ou  couchers  du  Soleil,  est  le  sommet  du  flisque 
ou  limbe  supéi'ieur.  Poui*  la  Lune  l'analogie  s'imposc,  bien  que 
la  phase  ait  alors  une  cerlaine  importanee,  et  que  la  précision 
possible  dans  Tobservation  soit  toujours  beaucoup  moindre  que 
pour  le  Soleil,  par  suite  de  Téclat  plus  faible,  soit  de  la  partie 
illuminée  soit  de  la  lumière  cendrée. 

Cest  d'ailleuis  la  règle  (jue  donnent  sur  ce  point  plusieurs 
auteurs  classiques  dcs  plus  autorisés,  tels  que  Chauvenet,  Fave, 
Newcomb,  Young,  de  Bali,  etc. 

Quant  au  clioix  du  plan  ou  cercle  de  référence  que  lon 
prend  comme  horizon,  la  question  devient  presque  insoluble, 
pour  salisfaire  á  tous  les  lieux  possibles,  si  ce  n'est  dans  le  cas 
d'observations  à  la  nier. 

Toutefois,  ou  peut  admettre  que  selon  qu'on  se  trouve  en 
lerrain  plat  ou  montagneux,  une  certaine  analogie  ou  compen- 
sation  s'établit  entre  Taltilude  de  1'observateur  et  celle  du  point 
de  riiíirizon  ou  ajiparail  ou  dispai"ait  le  Soleil,  De  sorte  qu'il 
semble  que  ce  qui  est  moins  sujeL  ;i  caulion  c'est  de  prendre 
poui-  borizon  le  grand  cercle  qui  a  pour  |)òle  le  zenilli:  (^est 
riiorizon  sensible,  mentioniié  plus  haut,  et  c'est  celui  qui  parait 
nous  donner,  tout  considere,  les  meilleurs  résultats,  du  moins 
à  Lisbonne,  au  cours  de  toute  Tannée,  pour  la  minute  ronde. 
Nous  admeltons  que  la  réíVaetion  a  Thorizon,  est  de  33'.  Et  en 
lui  ajoutant  le  rlemi-diamètre,  pour  nous  lapporler  au  bord  su- 
périeur  du  discjue,  rabaissemenl  toial  admis  est  de   iU'. 

Les  nouvelles  tables  données  par  VJmerican  Ephevieris,  sont 
calculées  aussi  pour  le  boid  supéi'ieur,  la  réfraction  liorizontale 
admise  est  3í'  ot  l'abaissement  total  au  lever  ou  au  couclier  est 
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de  50',  d'après  rarticle  de  M.  Arlhur  Newton  (*).  Pour  la  Lune, 
la  parallaxe  de  Tinstant  est  aussi  prise  en  considéralion.  Les 
valeurs  sont  données  pour  loules  les  laliludcs,  nord  ou  sud, 
jusqu'h  60  degrés,  à  cliaque  jour  de  Tannée,  tant  pour  le  Solei! 
que  pour  la  Lune. 


(i)  Popular  Astronomy.  N."  251  (1918,  Jau.),  26,  p.  30. 


SOBRE  A  IDENTIDADE  DAS  CURVAS  DE  PERSEO 
E  DAS  CURVAS  DE  SIEBECK  (*; 


POR 

F.  Gomes  Teixeiita 


Dá-se  como  é  bem  sabido,  o  nome  de  curvas  de  Perseo  ou 
«m/7r«/de  Perseo  ás  secções  feitas  no  toro  por  planos  paral- 
lelos  ao  eixo,  e  estas  curvas  são  representadas  pela  equação  (-) 

Vamos  demonstrar  que  estas  curvas  são  idênticas  ás  curvas 
consideradas  por  .Siebecic  nos  volumes  lvu  eu^^o  Jornal  <h 
Crelle  (annos  de  1860  e  18(51),  as  quaes  sao  definidas  pela 
equação  bipolar 

p  e  p,  designando  as  distancias  de  um  qualquer  dos  seus  pontos 
k  dois  poloá  F  e  F',  cuja  distancia  é  egual  a  2.,  e  A  e  A"  cons- 
tantes de  valor  arbitrário.  i        j  i 

Com  effeito,  tomando  para  origem  das  coordenadas  orthogo- 
„aes  o  meio  de  FF'  e  para  eixo  das  abscissas  a  recta  l'F  ,  temos 

e  por  tanto,  a  equação  cartesiana  das  curvas  representadas  pela 

(1)  Communicaçào  feita  no  Congresso  de  Sevilha,  da  Associação  hespa- 
nliola  oara  o  nroffresao  das  sciencias,  em  1917.  ,,r  j  -a    iooq 

(2)  ^'^asJ  o  nosso    Tratado  de  las  curvas  <^%'^^.''^'^ }^^^^\^^^^ 
pag.  101)  ou  o  nosso  Traitá  des  conrbes  spáaales  (Counbra,  1908,  tomo  i, 

pag.  153). 


equação  bipolar  (2)  é 

I        (A2  _  4 )  (x2  +  f)  +  2  (2/-  -  eVi^  -  4 í^)  ^s 

^    ^  I    -f  2  (2/í  +  «2/^2  _  4^2^  y2  _^  /,2g4  _.  (-2^2  _  /^)2  _  Q. 

Ora  esta  equação  é  idêntica  á  equação  (1)  quando  são  satis- 
feitas as  condições 

o/- _  í2â2  _  4  g2 


(4)  {        --^A+i^-i^==cH^^-R^ 

J_^        ^    =  (/2  +  ^2  _  K2)2  _  4  /2^2^ 

as  quaes  dão 

^2_4'  4g2(/,2_4)'     '^        4e2^^2_4)- 

Se  a  equação  (2)  for  dada,  estas  equações  determinam,  quando 
^2^4,  os  parâmetros  /,  c,  R,  d'uma  espirica  de  Perseo  idêntica 
á  curva  representada  por  aquella  equação. 

Se  os  pólos  V  e  F'  de  referencia  da  curva  representada  pela 
equação  (2)  estiverem  colocados  sobre  o  eixo  das  ordenadas  da 
curva  (3),  acham-se  do  mesmo  modo  as  formulas 

/2___í!^        .2__J1Í!Z-Í)!_        R2_  '' 


/i2_4'  4^2  (^2 _  4)'  4g2(,^2_4y 

que  determinam,  quando  A^<4,  uma  espirica  idêntica  á  curva 
representada  pela  equação  (2). 

As  espiricas  de  Perseo  estão  comprehendidas  entre  as  curvas 
representadas  pela  equação 

(5)  (:iM-y^)^  +  2Hjc2  +  2KyHL  =  0, 

que  representa  também  as  curvas  reaes  que  a  equação  (1)  define 
em  certos  casos  quando  algum  dos  parâmetros  c,  /,  H  são  in)a- 
ginarios.  Esta  equação   é   idêntica    d   equação   (2j   quando   são 
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satisfeitas  as  condições 

-Ã^-Zl =  "'  W~\ =  ^' 

yt2,4_(2g2_^)2_ 

Ora  eliminando  A^,  e^  e  k  entre  estas  equações,  achani-se  as 
relações  seguintes : 

/(H-K)e*  +  2(L-HK)e2_L(K-H)  =  0      . 

(6)  (2e2  +  H-K)Á^=-4(H-K) 
(           4(/c-2í2)_(K  +  H)(A2_4). 

Estas  equações  determinam  para  e^,  h  e  k  quatro  systemas 
de  soluções  reaes  ou  imaginarias.  Logo  a  curva  definida  pela 
equação  (5)  pode  ser  representada  de  quatro  modos  diflerentes 
por  uma  equação  da  forma  (2)  com  parâmetros  reaes  ou  imagi- 
nários. 

Se  suppozermos  agora  que  os  poios  F  e  F'  estão  colocados 
sobre  o  eixo  das  ordenadas  a  que  a  curva  (5)  está  referida, 
temos  a  equação 

(7)  (H  -  K)  g*  -  2  (L  -  HK)  e^-  -  L  (K  -  H)  =  O, 

que  dá  para  e^  dois  valores  de  signaes  contrários  aos  que  dá  a 
primeira  das  equações  (6),  e  as  equações 

(8) 

^  ^  \'i  {k  -2e^')  =  ( K  +  H)  (A2  _  4), 

Aos  valores  de  c^,  h  e  k  dados  por  estas  equações  corres- 
pondem quatro  outras  equações  bipolares  da  forma  (2). 

Appli({uemos  esta  doutrina  á  equação  (1),  e  para  isso  po- 
nhamos 

L  =  (/--'  +  í'2-R2)2_4/-2c2, 

Então  as  equações  (6)  dão 
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Logo,  SC  /'- >  (c-f- U)^,  a  quartica  (1)  pode  ser  representada 
de  dois  modos  diíTerentes  por  unia  equação' bipolar  de  fornia  (2) 
com  parâmetros  reaes;  se  /->(<:  —  R)^  e  ao  mesmo  tempo 
^"<(<^-|-  l^)^i  existe  uma  só  equação  bipolar  da  forma  conside- 
rada com  parâmetros  reaes  que  representa  a  mesma  quartica. 

Do  mesmo  modo,  as  equações  (7)  e  (8)  dão 

c  ~l~  n. 

e,  por  tanto,  se  P<^(c  —  R)^,  a  quartica  (1)  pode  ser  represen- 
tada de  dois  modos  diíTerentes  por  uma  equação  de  forma  (2) 
com  parâmetros  reaes;  se  /^<(í'-j-R)^  e,  ao  mesmo  tempo, 
/2>.(c  —  R)2^  existe  uma  só  equação  da  forma  (2)  com  parâme- 
tros reaes  que  representa  a  quartica. 

Resumindo  esta  doutrina,  podemos  enunciar  o  theorema  se- 
guinte , 

A  quarlica  (5)  pode  ser  representada  de  oito  modos  differentes 
por  uma  equação  bipolar  da  forma  (2)  com  parâmetros  reaes  ou 
imaginários.  Se  esta  quarlica  é  uma  espirica  de  Pcrseo,  dois  sys- 
lemas  de  parâmetros  são  reaes;  no  caso  contrario,  todos  os  systemas 
de  parâmetros  são  imaginários. 

Este  theorema  nao  é  applicavel  ás  lemniscatas  de  Perseo. 

Siebeck  nas  Memorias  anteriormente  citadas,  fez  ver  que,  se 
í^,  A,  k  são  reaes,  cada  uma  das  curvas  definidas  pela  equação  (2) 
pode  ser  representada  de  dois  modos  diíTerentes  por  uma 
equação  bipolar  da  mesma  forma  com  os  parâmetros  reaes, 
mas  não  notou  que  estas  curvas  são  idênticas  ás  curvas  de 
Perseo. 


ESPIRAES  reversíveis 


POR 


F.  M.  DA  Costa  Lobo 

Professor  da  Univei-sidade  de  Coimbra 


O  exame  do  gráfico  apurado  para  a  curva  descripta  pelo  pólo 
á  superfície  da  Terra,  de  que  a  fíg.  1   dá  a  representação  para 


Fie.  1 


O  período  decorrido  desde  1906  a  1912,  ao  mesmo  tempo  que 
manifesta  irregularidades  que  decerto  será  impossível  integrar 
numa  formula  analylica,  põe  em  evidencia  propriedades  que  ma 
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conduziram  ao  ostudo  de  uma  iiiUTessanle  familia  de  cui'vas 
para  as  quaes  lembro  a  desi^j^uacào  de  espiíaes  /eversiveis. 

De  forma  espií-abda  é  corrente  ser  considerada  a  referida 
curva.  Mas  é  certo  que,  examinarido  as  espiraes  estudadas,  em 
nenhuma  encontramos  a  propriedade  caracterislica  d'aquella 
curva  de  ser  fechada. 

E  o  que  facihuente  pode  veriricai'-se  no  )iolavel  trabalho  — 
Tratado  de  las  curvas  especiales  nolahles,  publicado  pelo  nosso 
sábio  analysia  e  geómetras Dr.  Gomes  Teixeira,  onde  se  encon- 
tram profundamente  estudadas  as  seguintes  espiraes : 

De  Archimedes     p  =  a6 
De  Galileu  p^a-Z^Ô^ 

De  Fermat  p^  =  a^  0 

Parabólica   (p  —  df^^lpab 
Hyperbolica         p  6  —  m 
Lituus  p2  0  — «â 

Logarithmica  p  —  Ca^^O 

2« 


De  Poinsot 


^      Ê»'  b  -\-e-^0 


a,          •                     /i      ^a^  —  O^  p 

Iractriz  0  = arccos-*- 


P 


a 


Observa-se  como  propriedade  de  todas  estas  curvas  um  nu- 
mero infinito  de  espiras,  e  serem  abertas. 

Satisfaz  á  condição  de  ter  uma  representação  análoga  á  da 
fig.   I ,  a  curva  representada  pela  equação 


son  — 

p  =  A  í?      P 

primeira  que  encontrei  procurando  uma  expressão  analytica 
adequada. 

Justificada  a  sua  consideração,  afigura-se-me  interessante  o 
estudo  de  outras  curvas,  ipie  oílerecem  as  interessantes  parti- 
cularidades de  ser  infinitas  e  ter  um  numero  finito  de  espiras. 

Com  forma  mais  geral  podem  as  curvas  a  que  vimos  de  nos 
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referir  ser  representadas  pelas  seguinles  equações: 


a,  sen    (^0  +  n-) 

(1)  p  =  Aa  i-<^. 

a.  cos  (-?lO+„r) 

(2)  P==A.  ^^'              ^  +  ^ 

(3)  P  =  Aa  ^^'             ^+^, 

a,  cot   (-^  O  +  n  x) 

(4)  p_Aa  ^"            -'  +  Í, 

a,  soe    ( li  O  +  íi  -  ) 

(5)  p  =  Âa  +«'' 


(llO+«::) 

V  Pi  / 

Mas  o  seu  estudo  pôde  reduzir-se  ao  das  seguintes ; 


a,  cosec  .  ,   ..     . 

(6)  p  =  Âa  '''  +* 


p  =  A  « 

^ 

0 

p  —  Aa 

cos 

6 

p  =Aíí 

li?  — 

p  =  A  a 

6 

col 

V 

0 

p  =  A  a 

sec  — 

0 

cosec  — 

p  =  Aa 

V 

0) 

(8) 
(9) 
(10) 

(lí) 

(12; 

onde  A,  fl  e  />  são  constantes. 

São  as  curvas  representadas  pelas  equações  (1)  e  (l),  o\x  (í; 
e  (8)  que  apresentam  uma  configuração  mais  similhante  a  curva 
descripla  pelo  polo.  e  que  mais  justificam  a  designação  de  espi- 
raes  reversíveis  para  esta  familia  de  curvas. 

As  curvas  representadas  pelas  equações  (1)  a  (6)  sao  concoides 
das  representadas  pelae  equações  (1)  a  (12). 

Consideremos  primeiro  a  espiral  reversiva  do  seno 


O 

sen  — 
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o  raio  vector  varia  de  uma  maneira  continua  desde   o  mi- 

A 

nimo  —  até  ao  máximo  A  a,  supondo  a>  1,  ou  do  máximo  ao 
a 

minimo    sendo   a<l,    e    a    curva    tem    um    eixo   de    symelria. 

Em  todas  as  considerações  posteriores  suporemos  a  >  1  e,  para 

simplificar,  p  inteiro.  j 

O  primeiro  valor  de  p  corresponde  ao  argumento  d  =  —  -^rP'^-) 

1  .  . 

o    segundo    ao    de    d  =  —  pT.    Quando    depois    6    varia    desde 

_  3 

Q:=p-—   até   0=/;  — TT,  p  retoma  em  ordem  inversa  os  mesmos 

valores,  e  o  arco  da  curva  descripto  é  symetrico  do  primeiro 
considerado. 

Para  os  valores  de  6  =  p.Tí  e  6  =  /?.2t,  p  toma  o  valor  A, 
que  é  a  media  geométrica  dos  valores  máximo  e  minimo. 

Continuando  a  dar  a  6  sucessivos  valores  até  ao  co  é  indefi- 
nidamente percorrida  a  mesma  curva. 

E  evidente  que  é  p  o  numero  de  espiras   preciso   para    ser 

descripla  toda  a  curva,  e  y-  o  valor  da  rotação  precisa  para  p 
passar  do  minino  a  A,  ou  de  A  ao  máximo. 

A  curva  total  é  descripta  quando  —  passa  de  O  a  271. 

Quando  é  /?=  1  a  curva  tem  a  forma  mais  simples  de  uma 
única  revolução. 

O  termo  ò  quando  constante  alterará  egualmente  todos  os 
raios  vectores  e  pôde  ser  determinado  de  modo  que  a  curva 
passe  pela  origem.  Bastará  tomar 

a 
ou 

ò^  —  k  a 

conforme  fôr  ff  >  1 ,  ou  «  <  1 . 

Também  poderá  ser  aproveitado  este  termo  com  forma  pe- 
riódica para  harmonisar  a  cui'va  representada  por  (7)  com  a 
curva  descripta  pelo  polo. 

A  constante  «  poderá  ser  aproveitada  para  se  conseguir  que 
o  minimo  tenha  logar  para  um  determinado  argumento.  Dese- 
jando-se  que  tenha  logar  sobre  o  eixo,  para  6  =  0,  deverá  to- 
mar-se 

3 
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Dados  os  valores  máximo  e  mini  mo  do  raio  vector  e  o  valor 
da  rotação  para  se  passar  de  um  ao  outro,  é  rucil  determinar 
as  constantes. 

Sendo  —  este  valor  o  denominador  de  r.  deverá  ser  p. 

Sendo  M  e  m  o  máximo  e  mínimo  dos  valores  de  p,  é 

A 


e,  portanto, 

(13) 


=  771,     A  a  =  M, 

A=  i/iví^, 

V       771 


O  arg^uniento  d  pode  tornar-se  dependente  de  outro  por  meio 
de  qualquer  relação,  mas  é  especialmente  interessante  consi- 
derar a  seguinte 


a  qual  permite  introduzir  o  tempo  como  argumento,  c  suppõe 

ser  —  a  fracção   de  um  icmpo  (lualquer  adoptado  como  uni- 
n  ' 

dade,  N  o  angulo  percorrido  no  periodo  de  ti  unidades,  num 
anno,  no  caso  de  ser  tomada  para  —  uma  fracção  do  anno. 
No  estudo  da  curva  polar  é  costume  tomar 

1   _    1 

n"  ~  7Õ"* 

Com  estas  címdicões  a  equação  da  cuiva  posta  de  modo  que 
o  u)inimo  lenlia  logar  sobre  o  eixo  torna  se  em: 

/N.T.Sr   ,    3     \ 

.    """  .r^scõ  +  j  ■] 

p==  An      ^  ^ 

sen  (-—  .  T  +  270] 

Na  fig.  2  encontra-se  representada  esta  curva,  typo  da  expirai 
reversível  (seno),  com  os  elementos  em  seguida  indicados,  esco- 
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Ihidos  por  tbrina  a  tornal-a  comparável  á  curva  da  fig.  1,  des- 
cripta   pelo  polo  desde  1906  a  1912.    O  ponto  A  corresponde 
em  ambas  as  curvas  ao  vector  minimo. 
Os  elementos  adopiados  são: 

N=300^     n=10,     /?  =  6,     A  =  4,     a  =  2,5, 

correspondentes  estes  últimos  a  M=  10,  wz=  1,6. 


Fig.  2 

Em  coordenadas    paramétricas    a   curva   (1)  é  representada 
pelas  equações 

0 

sen — - 

X  =  Blu      P  cos  6, 

6 
sen  — 
y  =  Aa      P  cos  6, 

e  os  valores  de  d jc  e  í/y  mostram  que  a  curva  não  tem  pontos 
de  reversão. 


A  íiornial  tciu  o  valor 


Para  valores  do  raio  de  curvatura,  subtangente  e  subnornial 
temos 

N3 


l\ 


N^-fp'— 5--sen  — 


P'  P 


subtg  = 


9P 


cos  —  •la 
P 


ocos —    la 

1                       P 
subnor  = . 

P 

A  curva  leni  p—\  pontos  duplos. 

O  angulo  cu  tia  tangente  com  o   raio  é  dado  pela  expressão 

p 
t£r(o  = ^ . 


cos  —  -la 
P 

O  arco  descriplo  é  dado  pela  expressão 


*tP'^' 


=  2  A        y/(/„.cosl)%,^a»'T.,/9 


3 


ou,  fazendo  sen  —  =  j; 
P 


+  1 


_2A  I  v/(if!±e!i^!í!„«.,/. 


A  equação 

(»)  p  =  A  a' 

VoL.  XIII  — N."  2 
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representa  uma  curva,  espiral  reversível  (coseno),  idêntica  á  re- 
presentada pela  equação  (7).  mas  collocada  noutra  posição, 
como  facilmente  se  reconhece  pois  fazendo  em  (8) 

resulta  uma  equação  idêntica  a  (7) 

6' 
sen  — 

p  --=  A  a      P  , 


Das  curvas  representadas  pelas  equações  (9)  e  (10)  conside- 
raremos primeiro  a  correspondente  á  equação 


p  =  A  a  "  -P  . 

Neste  caso  p  toma  todos  os  valores  desde  zero  até   ao   infi- 

,      e          .      ,      ,      TT        ,    3  .3  ,   5x 

nito  quando  —  varia  desde  —  ate  —  or,  ou  de  —  r.  ale  — ^. 

A  curva  é  pois  completamente  descripta,  para  uma  variação  z. 

d  r        3  3  5  X 

de  — ,  desde  -^  s^  -rr"^',  ^  desde  --  %  a  -^,    eífectuando  p  gi- 
p  2        Z  li 

ros.    Consegue-se  que    tome  principio   na   origem,    fazendo   na 
equação  (3)  n  =  — ,  isto  é,  tomando  a  equação 

6 


=  A«'^t-f). 


Supondo  a  curva    percorrida  desde  6  =  0  observa-se   que  p 

6  r. 

varia  desde  A  até  ao  oo  para  os  valores  de  —  desde  zero  a  -^, 

*■  p  2 

e  passa  logo  ao  valor  zero  para  crescer  em  seguida  até  co  para 

fí  —  ^ 

os  valores  de  —  desde  -r-  até  -—  ::.  Volta  depois  de  novo  a  zero 

p  2  2      Q  ^3 

e  cresce  até  A  para  os  valores  de  —  desde  ^r-  x  a  2  ;t. 
'  p  2 

O  aspcclo  d'esla  curva  é  bastante  similhante   ao  da  espiral 


íli) 


de  Artliimotlcs,  mas  (liv(M"g;e  essciuialmenle  íle  Iodas  as  cspi- 
raes  estudadas  por  se  tornar  infinita  com  um  numero  finito  de 
giros. 

Na  fig.  3  encontra-se  representada  esta  curva  fazendo  na  equa- 
ção (3)  A  =  4,  rt  =  2,5,  ;;  =  6. 


ao                      1                             f 

;^    \                     / 

B 

^ 

/av 

/k 

x" 

^ 

^ — •^^"'^ 

Fis.  3 


Falta  o  traçado  da  ultima  meia  volta,  (jue  termina  sebre  o 
eixo,  do  lado  OH,  no  infinito,  o  que  indica  a  rapidez  com 
que  a  curva  se  afasta  da  origem  a  partir  de  A.  g 

Em  harmonia  com  a  equação  adoptada,  e  fazendo  variar  — 

.     .    /  .  /' 

desde  zero,  a  curva  principia  em  M  e  segue  no  sentido  da  seta 

até  encontrar  no  infinito  o  eixo  na  direcção  OB,  para  em  se- 
guida passar  do  mesmo  lado  á  origem  O,  e  seguir  no  mesmo 
sentido  até  M. 
Para  esta  curva  é 

=  P-  M  + 


^^=A\ 


N3 


cos 


R  = 


N-  +  p'  —5-  sen  - 
P'  P 


As  coordenadas  cartesianas   da  curva  podem   representar-se 


pelas  equações 


lOÕ 


b 

tg  — 

u:=  \a     P  cos  6, 

y  —  ^  a      I'  sen  6, 


em  funcção  do  parâmetro  0. 

A  curva  represenlada  pelas  cíjuações  (4)  ou  (10)  é  idêntica  á 
que  acabamos  de  estudar  mas  collocada  numa  posição  diversa. 


A  curva  represenlada  pela  equação  (11)  . 
i  8 

i  scc  

1  p=^  Aa      P 

f  constituida  por  dois  ramos  isolados,  um  dos  quaes  é  fechado 


Fíl'.  4 


e   o   outro   é   infinito.    Variando   6  desde  zero  até  /)— ,  oraio 
vector  ciTsrc  desde  \a  até  ao  infinito  e  descreve  ^  gin 


[•os. 
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Passando  d  do  valor  n  —  a  pz,  o  iresLC  de  zero  ale  — :  dc- 

cresce  em  sejjuuia  novamente  até  zero  ])ara  6  =  p-  —  z.  Depois 

p  toma  o  valor  co   e  passa  em  oi'dem  inversa  pelos  valores  que 

linha  lido  quando  O  variou  desde  zero  í  té  p -^,  para  os  valores 
de  d  aié  p  ."2  z. 

Na  (\g.  4  encontra-se  representada  esla  curva  com  os  mesmos 
elementos  adoptados  anteriormente  A  =  4,  «  =  2,5,  /}  =  6. 

Para  esta  curva  é 


IS-2 


?■ 


1  + 


R  = 


la   sen  d 
p    cos"-'  9 

N3 


N2  4 


02/. 


2sen2 


2  sen^  — 


£f   ' 


cos* —         cos^ —        cos 


^1 

:^os  —  I 


As  curvas  representadas  pelas  equações  (G)  ou  (12)  são  idên- 
ticas á  que  acabamos  de  esUular,  porém  coUocadas  em  posição 
diversa. 


LABORATÓRIO  ANTROPOLÓGICO 
DA  FACULDADE  DE  SCIÊNCIAS  DO  PORTO 


OSTEOMETRIA  PORTUGUESA 

POR 

A.  A.  Mendes  Corrêa 


II 

Cintura  escapular 

Já  dissemos  que,  por  facilmente  se  deteriorar  pela  inumação, 
o  esterno  foi  dos  ossos  representados  na  nossa  série  portuguesa 
por  um  menor  número  de  exemplares,  e  estes  ainda  na  maior 
parte  incompletos,  isto  é,  sem  apêndice  xifoide  e  muitas  vezes 
sem  manubrio.  O  pequeno  número  de  exemplares,  sobretudo 
no  sexo  feminino,  e  ainda  a  grande  amplitude  de  variação  de 
alguns  caracteres  métricos  conduzem-nos  a  não  ligar  absoluta 
confiança  às  médias  nesse  osso  calculadas.  Não  deixaremos  en- 
tretanto de  mencionar  os  nossos  resultados,  antes  de  entrarmos 
no  estudo  muito  mais  documentado  e  concludente  que  fizemos 
sobre  o  esqueleto  zonal  dos  membros. 

As  medidas  que  tirámos  foram  as  seguintes : 

A)  Comprimento  total  do  esterno.  —  Do  ponto  médio  da  in- 
cisura  jugular  do  manubrio  ao  ponto  médio  ventral  da  arti- 
culação xifo-esternal. 

B)  Largura  mínima  (do  manubrio). 

C)  Espessura  do  esterno  (ao  nível  da  medida  anterior). 

D)  Comprimento  do  corpo  do  esterno.  —  Do  ponto  médio 
ventral  da  articulação  manúbrio-esternal  ao  ponto  médio  ven- 
tral da  articulação  xifo-esternal. 

E)  Largura  máxima  do  corpo  do  esterno. 

Sobre  estas  cinco  medidas  determinámos  os  seguintes  índices 
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dos  (juais  o  primeiro  e  o  úliimo  esrabelccidos  |)or  AiíiIkímv,  se- 
gundo Frasselto  ('),  e  o  índice  do  eorpo  por  llrdlicka  (-j ; 

,:.^   f   j-  I  ,        A'x  100 

F)  índice  esteinal  total  = 


G)  íniiice  do  corpo 


A 

Ex  100 


H)  índice  de  espessura 


B 

Cx  100 

n 


As  medidas  A  ,  B)  o  C)  só  foram  tiradas  em  -3  esqueletos  $ 
e  em  2  S,  ao  passo  que  as  medidas  D)  e  E)  o  foram  em  12  ^ 
e  4  ç. 

Em  todas  as  medidas  absolutas,  menos  na  espessura,  a  média 
masculina  excede  a  feminina.  Se  fosse  possível  geneializar  um 
tal  resultado,  determinado  sobre  um  pequeno  número  de  exem- 
plares, concluiriamos  que  o  estei"tu)  feminino  é  mais  espesso  do 
que  o  masculino.  iMas  tal  generalização  é  tanto  mais  excessiva 
quanto  é  certo  que  Hrdlicka  em  12  esternos  de  Munsee  chegou 
a  um  resultado  inteiramente  oposto. 

X  —  Medidas  em  esternos  portugueses 


Sérios 
e  n."  de  casos 

Compri- 
mento 
total 

Largura 
mínima 

Compri- 
mento 
do  corpo 

Espessura 

Largura 
máxima 
do  corpo 

$  (3-12) 

Média 

Máximo 

Mínimo 

144,0 
148,0    - 
137,0(?) 

44,0 
60,0 
36,0 

102,5 
120,0 

78,0 

9,7 

12,0 

7,0 

43,1 
52,0 
27,0 

$   (2-4) 

Média 

Máximo 

Mínimo 

137,0 
139,0 
135,0 

33,0 
36,0 
30,0 

86,3 
90,0 

82,0(?) 

12,0 
14,0 
10,0 

39,0 
48,0 
30,0 

$  ?  (5-16) 

Média 

141,2 

39,6 

98,4 

10,6 

42,1 

(*)  Frassetto,  op.  cit.,  págs.  334  e  335. 
(í)  Hrdlicka  (Ales),  op.  cit.,  pág.  72. 
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Helalivaincnte  aos  esternos  de  IMunsee,  os  porlug^neses  teem 
maior  lai{^ura  e  nieiioi"  coinpiinienlo,  ciu  média,  taiilo  no  sexo 
masculino  como  no  feminino : 


^°^'  Munsee  ^°^' 

tuííiieses  "■  ^=        tuirueses 


Munsee        . „'   „    Muiísoe 


Comprimento  do  corpo.  .      102,5        157  86,3        138 

Largura  máxima  do  corpo       43,1  37  39,0  35 

O  índice  esternal  total  apresenta  na  nossa  pequena  séiie  os 
valores  seguintes : 

^  (3)  ?  (2) 

Média 30,5         24,2 

Máximo 40,8         26,7 

Mínimo 24,3  21,6 

Segundo  Frassetto,  Anlhony  teria  feito  no  homem  escassas 
investigações  sobre  êsle  índice,  e  teria  por  outro  lado  chegado 
à  conclusão  de  que  não  é  giande  o  seu  valor  zoológico.  A  sua 
variabilidade  na  nossa  série  é  muito  grande,  sobretudo  no  sexo 
masculino. 

Ao  índice  esteival  de  espessura,  calculado  pela  fórmula  de 
Anthony,  correspondem  na  série  portuguesa  estes  resultados: 

$  (S)  ?  &] 

Média 22,4  37,3 

Máximo ■.    .    .    .      27,8  19,4 

Mínimo 46,7  27,8 

Pela  fórmula  de  Frasselto  que  coloca  antes  em  numerador  a 
largura  e  em  denominador  a  espessura,  ao  contrário  da  fórmula 
anterior,  os  valores  obtidos  seriam  muito  superiores  a  100,  so- 
bretudo no  sexo  masculino,  indicando  assim  uma  acentuada  bra- 
quisternia,  que  é  de  resto  a  regra  geral  no  esterno  humano. 
As  médias  supra  confirmam  naturalmente  o  que  haviamos  já 
constata(h),  estudando  as  medidas  absolutas:  que  o  esterno  da 
nossa  séiie  feminina  é  relativamente  mais  espesso  do  que  o  da 
série  masculina.  Se  tal  resultado  pudesse  geneializar-se,  estaria 
nisso  uma  condição  de  inferioridade  da  mulher,  sabido  que  o 
esterno,  mais  largo  do  que  espesso  no  homem  e  nos  mamíferos 
superiores,  se  torna  niais  espesso  do  que  largo  nos  outros  mamí- 
feros. 
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o  índice  (/o  coij)o  ^íiuliri'  esicnial,  de  Hrdliika)  é  cm  média, 
nos  esíjiiclelos  portiigiicses,  maior  no  sexo  leminiiio  do  que  no 
niasciiliiio,  e,  lanlo  num  como  noutro  sexo,  a  nossa  séi-ie  ex- 
cede muito  os  valores  correspondentes  a  que  o  ilusiie  antro- 
pólogo americano  eliegou  nos  esternos  de  Munsee,  nos  quais  a 
média  feminina  igualmente  soljreleva  ii  masculina: 


XI 


índice  do  corpo  do  esterno  em  portugueses 
e  índios  da  América 


Portu 

^(12) 

jueses 

Munsee 
$  (6)                 ?  (6) 

Média.  . 

42,3 
51.0 

29,2 

45,4 
58,5  (?) 
35,.^ 

23,8 
25,8 
21,1 

25,7 

Máximo 

30,5 

Mínimo 

215 

Do  nosso  estudo  sobre  o  esterno  dos  porlug-ueses,  lanto 
quanto  o  pequeno  número  de  casos  o  autoriza,  deduzir-se-ía  : 

1,°  O  esterno  português  é  mais  curto  e  largo  do  que  o  da 
série  americana  de  Munsee. 

2."  A  braquisternia  (espessura  inferior  à  largura)  é  menos 
acentuada,  para  a  nossa  série,  na  mulher  do  que  no  homem. 

Estas  sumárias  conclusões  estão,  porém,  sujeitas  a  grande 
reserva,  pelas  razões  expostas. 

Clavícula 

Dêmos  um  certo  desenvolvimento  ao  estudo  métrico  deste 
osso,  não  só  por  termos  reunido  bastantes  exemplares  (92), 
mas  também  poi-quc  é  um  dos  ossos  do  escpieleio  cujo  estudo 
antropológico  tem  sido  mais  descurado.  Duckworlli  no  seu  ex- 
celente livro  poucas  linhas  lhe  consagra  (*j.  Martin  e  Frasseito 
indicam,  para  serem  tomadas  neste  osso,  muitas  medidas  (-), 
mas    a  verdade   é  cpie,    não   falando    nos    estudos    de   Parsons, 


(1)   Op.  cit.,  trad.  port.,  pág.  312. 

(')  Frassetto,  oj).  cit.,  vol.  iix,  Bologna.  19J7,  pág.  180  e  eegs. 
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poucos   resulludos  icem  sitio  delei-minaclos,   nada  inais  se  apre- 
ciando em  geral  àlèm  do  comprimcnlo  do  osso. 

MeJulas.  —  Nos  92  exemplares  portugueses  fizemos  as  se- 
guintes mensu  rações : 

A)  Comprimento  máximo.  —  Do  ponto  central  da  faceta  arti- 
cular estcrnal  ao  ponto  da  faceta  articular  acromial  mais  dis- 
tante daquele. 

B)  Perímetro  da  diáfise. — Tomada  a  meio  comprimento  do 
osso. 

C)  Diâmetro  sagital  da  diáfise.  —  Tomado  na  mesma  altura 
da  medida  anterior,  desde  a  margem  anterior  ou  ventral  da 
clavícula  ao  ponto  diametralmente  oposto  na  margem  posterior 
ou  dorsal, 

D)  Diâmetro  vertical  da  diáfise.  —  Também  tomado  a  meií) 
comprimento  do  osso,  desde  a  face  ci-anial  ou  superior  à  face 
caudal  ou  inferior. 

E)  Corda  do  ai'co  clavicular.  —  Distância  entre  o  vértice  da 
tuberosidade  coracoidea  da  clavícula  e  o  ponto  mais  caudal  ou 
inferior  da  faceta  articular  esternal. 

F)  Flecha  do  arco  clavicular,  —  É  a  distância  enire  a  corda  E) 
e  o  ponto  de  maior  concavidade  da  curvatura  da  diáfise  clavi- 
cular. 

Com  estas  medidas,  para  as  quais  adoptámos  a  técnica  indi- 
cada por  Frassetto,  determitiámos  os  índices  seguintes,  os  dois 
primeiros  também  apontados  pelo  autor  italiano: 

^^    f    J-  1     1        1      '      1  ^xlOO 

G)  índice  total  da  clavícula  = — — . 

A 

Tsi     A-  A  V'C  ^XIOO 

H)  índice  da  diatise  = -^ . 

r^    i    A  A  FxlOO 

/)  índice  da  curvatura  = = . 

E 

K)  índice  clávio-humeral.  —  Estabelecido  por  Pasteau  (^),  é 

uma  relação  entre  o  comprimento  da  clavícula  e  o  comprimento 

máximo  do  húmero  (^).  Representando  este  último  comprimento 

por  X,  a  fórmula  que  dá  o  índice  clávio-humeral  é  :   — — — . 

o  sexo  de  algumas  clavículas  não  identificadas  foi  estabele- 


(')  Recherches  sur  les  proportions  de  la  clavicule  da7is  les  sexes  et  datis  les 
races  —  Thèse  de  Paris,  1879  (cit.  de  Tcstut). 

(2)  Os  dados  especiais  relativos  a  esta  medida  figurarão  no  capítulo  re- 
ferente ao  húmero,  na  parte  vi  do  nosso  trabalho. 
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tido  co!n  aproximação,  fundaiulo  nos  para  isso  no  seu  grau  de 
robustès,  no  peso,  nas  riig;osidades.  e  em  alguns  oaracleres  mé- 
tricos, reconhecidos  como  j)ossíveis  elementos  diferenciais  de- 
pois dum  detido  exame  do  quadro  das  medidas  nas  clavículas 
identificadas.  Considerámos  assim  masculinas  todas  as  clavículas 
não  identificadas  reunindo    qualquer  das  seguintes  condições  : 

1.^  Diâmetro  sagital  da  diáfise  5  11"""-,  concomitantemente 
corda  do  arco  clavicular  >  107""". 

2.»  Diâmetro  sagital  da  diáfise  5  12'""'-,  corda  ^  lOS"""™. 

3.^  Diâmetro  sagital  5  U"""';  corda  >90'"'". 

4.^  Ambos  os  diâmetros  (sagital  e  vertical)  >  IO"""';  corda 
^  96"'"'. 

5.^  Ambos  os  diâmetros  ^9'""\5;  corda  ^  1  15"""'. 

E  claro  que  não  consideramos  esta  distinção  coms  dando  re- 
sultados absolutamente  rigorosos,  mas  ela  conduz,  oeni  dúvida, 
a  resultados  que  podem  adoptar-se  com  grande  soma  de  pro- 
babilidades. 

Alem  das  médias  de  todas  as  clavículas,  identificadas  e  não 
identificadas,  de  cada  lado  e  de  cada  sexo,  calculámos  também 
para  cada  lado  e  para  cada  sexo  as  médias  das  clavículas  iden- 
tificadas, e  ainda  apenas  as  das  clavícidas  identificadas  pares, 
isto  é,  em  que  se  conservaram  e  utilizaram  os  exemplares  dos 
dois  lados  de  cada  indivíduo. 

O  estudo  das  medidas  absolutas  conduz  aos  resultados  que 
constam  dos  quadros  seguintes: 
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Relativamente  às  clavículas  dos  kjekenineHlng^s  de  Mugem, 
as  portu{;uesas  contemporâneas  suo  mais  compridas  em  média: 
uma  feminina  daquela  estação  media  apenas  129""";  em  2  mas- 
culinas da  mesma  jazida  preislórica  calculámos  a  média  de  132'"'" 
sobre  os  dados  de  Paula  e  Oliveira  (*), 

Comparando  as  médias  do  comprimento  máximo  das  claví- 
culas portuguesas  com  as  das  séries  inglesas,  de  Parsons,  e  de 
índios  americanos  de  Munsee,  de  Hrdlicka,  verifica-se  que 
aquelas  são  muito  menores  em  ambos  os  sexos  do  que  as  dos 
ingleses  contemporâneos  e  índios  de  Munsee,  o  que  está  natu- 
ralmente em  correlação  com  as  diferenças  de  estatura : 

$  ? 


Di-  Es-  Di-  Es- 

reita       querda         reita      querda 

83  —  Portugueses  contemporâneos  .  .       146,2       149,4        130,3       132,2 
183  —  Ingleses  contemporâneos  ....  152  138 

39  —  índios  de  Munsee 154         153  138         139 

De  todas  as  medidas  nos  portugueses  as  menos  variáveis,  em 
ambos  os  sexos,  são  o  comprimento  máximo  e  a  corda  do  arco 
clavicular,  e,  só  no  masculino,  o  perímetro  e  o  diâmetro  ver- 
tical da  diáfise.  As  mais  variáveis  são  nos  dois  sexos,  a  flecha 
do  arco  clavicular,  e  só  no  feminino  os  diâmetros  da  diáfise.  As 
que  teem  maiores  índices  de  oscilação  são  nos  dois  sexos  o 
comprimento  máximo  e  a  coida  do  arco  clavicular,  que  são 
também  as  de  maiores  valores  médios.  Pelo  contrário,  as  de 
menores  índices  de  oscilação  são,  nos  dois  sexos,  os  diâmetros 
da  diáfise,  exactamente  as  de  menores  valores  médios. 

Relativamente  às  diferenças  sexuaes,  verifica-se  dum  modo 
geral  que  a  clavícula  masculina  é  de  maiores  dimensões  do  que 
a  feminina,  o  que  era  de  prever.  As  diferenças  constatadas  nas 
medidas  supra  são  todas  significativas,  mas  algumas  mais  do 
que  outras,  como  o  comprimento  máximo,  o  perímetro  da 
diáfise  e  a  corda  do  arco  clavicular. 


(•)  Paula  e  Oliveira,  Note  sur  les  ossements  humains  existants  dans  le 
Musée  de  la  Commission  des  Travaux  Géologiques.  «Communicações  do  Ser- 
viço Geológico  de  Portugal»,  t.  ii,  pág.  9. 
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XIV  —  Diferenças  sexuais  nas  medidas  da  clavícula 
e  desvios  padrões  das  diferenças 


Comprimento  máximo  .  .  .  . 
Perímetro  da  diáfise  .  .  .  .  , 
Diâmetro  sagital  da  diáfise  . 
Diâmetro  vertical  da  diáfise 
Corda  do  arco  clavicular  .  , 
Flecha  do  arco  clavicular  .   , 


Direitas  (-14-4?) 


Diferença 
da  média 
?  para  $ 


15,86 
7,G9 
2,63 
2,24 

13,33 
2,49 


Desvio 
padráo 


0,87 
0,52 
0,36 
0,30 
0,80 
0,52 


Esquerdas  (39-44) 


Diferença 
da  média 
?  para  $ 


17,16 
8,50 
2,59 
2,61 

12,84 
2,99 


Desvio 
padrão 


0,83 
0,62 
0,39 
0,36 
0,79 
0,49 


As  diferenças  entre  as  clavículas  esquerdas  e  as  direitas  em 
cada  um  dos  sexos  não  são  igualmente  concludentes.  Contra  o 
que  alguns  autores  supõem,  as  leis  da  asimetria  dos  membros 
no  homem  não  se  encontram  firmadas  sobre  resultados  uni- 
formes. 

Segundo  Testut  (•),  a  clavícula  direita  é  mais  volumosa  do 
que  a  esquerda,  dando  se  o  contrário  apenas  nos  indivíduos 
mancínicos.  Os  nossos  dados  não  permitem  cliegar  a  uma  tal 
conclusão.  Pelo  contrário. 

Em  clavículas  inglesas  modernas  Parsons  (2)  constatou  que  a 
esquerda  era  um  pouco  mais  comprida  do  que  a  direita  em 
ambos  os  sexos.  Estes  resultados  c(.)n formam  se  com  os  nossos 
em  clavículas  portuguesas  e  opõem-se  ao  que  Testut  afirma. 

A  clavícula  esquerda  na  séiúe  portuguesa  apresenta-se  no 
sexo  masculino  com  médias  mais  elevadas  do  que  a  direita  em 
todas  as  medidas  absolutas.  No  sexo  feminino  ainda  a  esquerda 
excede  a  direita,  pelo  menos  no  comprimento  máximo,  diâ- 
metro sagital  da  diáfise,  corda  e  flecha  do  arco  clavicular. 

Mas  nem  todas  as  diferenças  constatadas  são  igualmente  si- 


(')  Testut,  TVaitil  cVAnatomie  Hvmaine^  t.  i,  6.«  ed.  Paris,  1911,  p.  270. 

(2)  Parsons  {V.  G.),  The  Enylish  Clavide,  «Proc.  Anat.  Soe.  Gr.  Brit. 
&  Ire.»,  1916.  (Cit.  em  «American  Journal  of  Piíváical  Antlirop.n,  n."  1, 
1018,  pág.  111). 

Ibid.  —  liiacromial  Bre.adth.  On  the  Prnportinns  and  Characteristics  of 
the  Modem  Engliah  Clavide.  «J.  Anat.»,  London,  1916.  (Cit.  na  mesma  re- 
vista, pág.  111). 
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gnificativas.  Não  falaremos  já  naquelas,  em  que  as  diferenças 
enlre  as  médias  das  clavículas  pares  não  são  no  mesmo  sentido 
das  das  médias  determinadas  sobre  todas  as  clavículas,  as  pares 
e  as  isoladas.  (E  o  que  se  dá  no  sexo  feminino  com  o  perímetro 
da  diáíise).  O  cálculo  dojs  desvios  padiõcs  das  diferenças  dá-nos 
bem  a  «nedida  da  reslricta  significação  estatística  de  todas  as 
diferenças,  sendo  a  única  com  alguma  importância  —  não  ainda 
inteiramente  significativa  —  a  que  se  refere  ao  comprimento  má- 
ximo, especialmente  no  sexo  masculino. 


XV  —  Medidas  das  clavículas  portuguesas  ; 
diferenças  da  esquerda  para  a  dii-eita 


Compri- 

Peri- 

Diâmetro 

Diâmetro 

Corda 
do  arco 

cla- 
vicular 

Flecha 
do  arco 

cla- 
vicular 

mento 

metro  da 

sagital 

vertical 

máximo 

diââse 

da  diáíise 

da  diáfise 

Masculinas  : 

Diferença  nas  pares.  . 

âC 

-2,0 

34 

-0,7 

34 

-0,1 

34 

-0,3 

34 

—2,9 

34 

-0,4 

•          em  todas.   . 

4C. 

-2,  IS  ■ 

lii 

-0,84 

31 

-0,23 

31 

-0,40 

31 

-0.92 

51 

-0,78 

Desvio  padrão    .... 

4G 

0,85 

«1 

0,35 

31 

0,34 

51 

0,33 

51 

0,81 

51 

0,49 

Femininas : 

Diferença  nas  pares.  . 

"24 

-0,8 

32 

0,3 

32 

-0,1 

32 

0 

32 

-1,4 

32 

—0,5 

»          em  todas.   . 

37 

-0,88 

41 

-0,03 

41 

—0,27 

41 

-0,03 

41 

-1,41 

41 

-0,08 

Desvio  padrão    .... 

37 

0,83 

41 

0,60 

41 

0,40 

41 

0,34 

41 

0,79 

41 

0,50 

Algumas  diferenças  como  as  dos  diâmetros  da  diáfise,  e  no 
sexo  feminino  as  do  perímetro  da  diáfise  e  da  flecha  do  arco 
clavicular,  são  absolutamente  desprovidas  de  significação  esta- 
tística. É  por  certo  sobre  resultados  desta  natureza  que  muitos 
teem  fundado  as  suas  leis  de  asimetria.  O  que  Testut  afirma  e 
acima  reproduzimos,  não  tem  na  nossa  série  a  menor  compro- 
vação. Nas  medidas  absolutas,  a  clavícula  não  oferece  dum  lado 
para  o  outro  diferenças  apreciáveis,  ligadas  ao  maior  exercício 
do  membro  superior  direito.  Os  dados  de  Parsons  e  os  nossos 
autorizam  antes  a  supor  que  a  clavícula  dos  europeus  é  mais 
comprida  a  esquerda  do  que  à  direita. 

Hrdlicka  em  esqueletos  de  Munsee,  como  vimos,  encontrou 
as  clavículas  direitas  levemente  mais  compridas  do  que  as  es- 
querdas no  sexo  masculino,  ao  passo  que  no  sexo  feminino  a 
média  esquerda  excedia  2'"'"  a  média  direita.  Os  resultados  são, 
pois,  conti-adilórios,  não  se  harmonisando  com  o  que  diz  Testut. 

Passemos  ao  estudo  dos  índices  claviculares  na  nossa  série. 
Para  esse  estudo  nos  faltam  inleiíamente  elementos  de  compa- 
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ração  em  trahnllios  similares  sòhrc  outras  raças,  exceptuando 
para  os  índices  de  curvatura  e  clávio-liumeral.  Apreciaremos 
assim  os  nossos  dados  particularmente  sob  o  ponto  de  vista  do 
sexo  e  da  simetria. 

Índice  lutai  </a  clavícula.  —  Menos  vaiiávcl  no  sexo  masculino 
íío  que  no  feminino,  é  dos  elementos  métricos  da  ciavícida  que 
aj)rcsenta  mais  .si-^niiticativas  dilcrcnças  sexuais  nas  suas  médias. 
Ligado  natuialmente  à  robustez  do  osso,  é  mais  elevado  no  sexo 
masculino  do  que  no  feminino. 


XVI  —  índice  total  da  clavícula  na  série  portuguesa 


Médias : 

Identificadas    .    . 

Pares 

Todas 

Máximo    .    .   .    ■   . 

Mínimo 

Desvio  padrão.  . 
Desvio  provável  . 

Diferonça  eutre 
a3  médias  dos 
dois  sexos  .   .   . 

Desvio  padrão  da 
diferença.   .    .    . 


Direita 


(15)...      27,2 
(13)...       27,C 

(í:;)...26,9<.)+a;;i7 
«...     :íi,i,>  ,?j 

X  ...      2-2,7 
>i   ...  2,6;í+(),2G 
....      l,7;t 


(17)...  2i,4 

Ii2)...  24,9 
(21)...24,:?0±O,43 

....  31,0 

....  19,8 

....  2,9,3j;l),30 

....  1,97 


44)... 2,09 
»  ...(ViO 


Esquerda 


,15)... 
(13)... 
(23)...  26, 


26,5 
26.8 

,67+0,43 
32,5 
20,9 

08+0,31 
2,08 


(.39). 


(14i... 
(12)... 
(16)... 23, 


23,4 

23,9 

78+0,47 

29,7  (?) 

19.3 

78+0,33 

1,S8 


.2,89 
.0,55 


Como  as  medidas  absolutas,  o  índice  total  da  clavícula  não 
acusa  uma  asimetria  do  lado  esquerdo  para  o  direito  a  que 
possa  lig-ar-se  uma  ^-^rande  significação  estatística.  Mas  deve  re- 
{jistar-se  que  as  diferenças  entre  as  suas  médias  indicam,  nos 
dois  sexos,  uma  ligeira  superioridade  na  robustez  do  osso  do 
lado  direito.  ^J^oderemos  generalizar  um  tal  resultado?  A  des- 
peito da  sua  verosimilhança,  não  o  fundauienlam  rigorosamente 
os  métodos  estatísticos:  o  desvio  padrão  da  diferença  é  nos 
dois  sexos  bastante  elevado  em  relacãa  à  diferença. 


$ 
Diferença  da  esquerda  para 

a  direita  : 

Pares (26) ...  0,8 

Todos (46).  .  .  0,32 

Desvio  padrão  da  diferença      »     ...  0,4  1 

VoL  XIII  —  N."  2 


(24). 

.  1,0 

(37). 

.0,52 

» 

.0,66 

4 
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Convém,  porém,  aceiUnar  que  as  diferenças  são  mais  nílidas 
nas  clavículas  pares  o  (jue  demonstra  não  se  Iralar  dum  caracter 
desprovido  inleiramentc  de  imporlància  na  definição  da  asime- 
tiia  dos  membros. 

Índice  da  (liáfise.  —  A  clavícula  masculina  apresenta  valores 
nuiis  elevados  do  que  a  íeminina,  sohictudo  a  esquerda,  indi- 
cando assim  uma  espessura  no  seniido  vertical  relativamente 
maior  no  sexo  masculino  do  que  no  feminino.  Dadas,  porém, 
as  diferenças  entre  as  médias  das  identificadas,  das  pares,  e  ge- 
rais, não  podemos  ligar  um  lalo  significado  a  tais  constatações, 
conquanto  o  desvio  padrão  da  diferença  das  medias  dos  dois 
sexos  à  esquerda  não  atinja  '/j  dessa  diferença,  o  que  torna 
esta  úhima  bastante  significativa  estatisticamente. 

O  índice  da  diáfise  é  dos  caracteres  métricos  mais  variáveis 
na  clavícula,  sobretudo  no  sexo  feminino. 

XVII  —  índice  da  diáfise  nas  clavículas  portuguesas 


Médias  : 

Identificadas  .   .   . 

Pares 

Todas 

Máximo 

Mínimo 

Desvio  padrão  .  . 
Desvio  provável  . 

Diferença  nutre 
as  médias  dos 
dois  sexos.  .  .  . 

Desvio  padrão  da 
diferença  .  .  .  . 


Direita 


(18)...  77,8 
(17)...  76,5 
(-26)...  79,27+1,37 
«...  104,8 
»  ...  09,4 
»  ...10,.')2+0,97 
.....        6. 96 


(18' . . . 
(16)... 

(22)... 


78,7 

7,5,9 
7,91+2,14 
.      113,.3 

60,9 
.14,S9+1,.")1 
.      10,03 


(48)... 1,36 
»  ...1,04 


Esquerda 


$ 

? 

(17). 

78,2 

(17). 

73,7 

1)    . 

). 

(16). 

73,5 

(23). 

.80,42+1,43 

,19). 

.76,.39+2,10 

»    . 

.      104,2 

»    . 

.      103,9 

"    , 

.57,7 

..    . 

57,1 

»    . 

.10,81+1,03 

»    . 

.13,37+1,48 

»    . 

.        7,29 

,.    . 

9,13 

(44'... 4,03 
).    ...1,07 


As  diferenças  do  lado  esquerdo  para  o  direito  são  contra- 
ditórias dum  sexo  para  o  outro.  Emquanto  no  sexo  masculino 
o  índice  médio  da  diáfise  à  estpierda  excede  o  direito,  no  sexo 
feminino  dá-se  o  contrário.  Mas  nenbum  dos  resultados  tem 
grande  importância  estatística.  Dada  a  variabilidade  do  carácter, 
os  desvios  padiões  das  diferenças  são  muito  elevados. 

Se  o  írídice  da  diáfise  tem  ligação  com  a  robustez  do  osso, 


(32). 

.0,4 

(41). 

.  1,52 

»    . 

.  I,i9 

115 


ainda  iVslc  canatcr  vem  nidstrar  que   não  há  importantes  dife- 
renças de  robustez  entre  as  duas  clavículas  do  mesmo  indivíduo. 


Diferença  da  esquerda  para 
a  direita  : 

Pares (3  5) . .  — 1,7 

Todos (51).  .—1,15 

Desvio  padrão  da  diferença     »     ..     0,91 


índice  de  ciiivaluia.  —  vSe},'undo  Testut  e  Parsons  a  clavícula 
é  algum  tanto  mais  ílexuosa  no  homem  do  que  na  mulher. 
Constatámos  efectivamente  na  nossa  série  uma  superioridade 
do  índice  de  curvatuia  masculino,  mas  a  diferença  é  muito  pe- 
quena, pouco  excedendo  nas  clavículas  pares  meia  unidade,  o 
que  é  pouco  em  relação  ao  desvio  padrão  da  diferença. 

Entrelanto  é  èsle  um  dos  caracteres  menos  variáveis  na  cla- 
vícula, tendo  nós  pena  de  não  possuirmos  mais  dados  compa- 
rativos em  relação  a  outras  raças,  para  podermos  avaliar  a  sua 
importância  em  antropologia  étnica. 

XVIII  —  índice  de  curvatura  nas  clavículas  portuguesas 


Dirí 

i 
$ 

nta 

? 

Esqu 
$ 

erda 

? 

Médias  : 

Idenlilicadan  .   .  . 

Pares 

Todas  

Máximo 

Mínimo 

Desvio  padrfto  .  . 
Desvio  provável  . 

Diferença  entre 
as  médias  dos 
dois  sexos   .  .  . 

Desvio  padrfto  da 
diferença  .  .  .  . 

(18)...       17,3 

(17)...     17,:; 

(-20)..   17,38+0,39 

«...     -2'»,;; 

»    ...       1-2,8 
.....  -2,9,3+0,-27 
«...         1,98 

(48). 
»   . 

(18)...       16,8 
(10)...       10,9 
(-2-2)...  17,30+0,31 
.....      -2-2,9 
.....       11,8  (?) 
..    ...   3,53+0,36 
.....       -2,38 

.0,08 
.0,.'i-2 

(17)...       17,5 

(-25) .   .  17,84+0,40 
..    ...       -20,0 
«...       13,9 
.....  -2,90+0,-28 
«...       -2,(10 

(44). 
.1   . 

(17)...      17,1 
(16)...       17,-2 
1 19)...  17,-28+0,4 
»    ...      á3,0 
....       11,9  (?)5 
.....  2,9-2+0,3i 
....       1,97 

.0,36 
.0,5-2 

Da   esquerda    para   a  direita    não   encontramos   neste   índice 
diferenças   significativas,    se    bem    que    nas    clavículas    inglesas 
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Parsons  registe   uma  cuivalma   um  pouco  maior  à  direita.    Eis 
os  nossos  lesuhados: 


Dilerença  da  esquerda  para 
a  direita  : 

Pares (3  i )  •  ■      ^ 

Todas (51).  .-0/í(5 

Desvio  padrão  da  dilerença     »     ..     0,48 


(32).. -0, 3 

(4  1)...  0,02 
»    ...  0,56 


índice  clávio-umei  ai.  —  Desi^na-se  assim  a  relação  estabele- 
cida por  Pasteau  entre  o  comprimento  da  clavícula  e  o  do 
úmero.  \í  claro  (pie  a  determinámos  apenas  em  esqueletos  iden- 
tificados, e  não  nos  ossos  isolados,  não  identificados,  existentes 
no  Gabinete,  porque  nestes  não  era  possível  averiguar  quais  as 
clavículas  e  úmcros  do  mesmo  indivíduo. 

Segundo  Testut(^),  Pasteau  encontrou  pai'a  este  índice  as  mé- 
dias de  44,32  ('^)  e  45, Oí  para  os  brancos  lespeclivamente  mas- 
culinos e  femininos,  e  de  44,67  e  4  6,38  para  os  negros  á'  c  Ç 
respectivamente.  A  mulher  teria  a  clavícula  relativamente  mais 
desenvolvida,  e  os  negros  teriam  também  maior  clavícula  do 
que  os  brancos. 

Sobre  as  médias  fornecidas  por  lírdlicka  paia  o  comprimenlo 
máximo  da  clavícula  e  do  liumero  nos  esqueletos  de  índios 
americanos  de  Munsee  calculámos  os  índices  dávio-úmerais, 
obtendo  os  seguintes  resultados:  à  direita  —  $  47, 4,. ç  45,0; 
í»  esquerda  $  46,9,  ç  46,0. 

Na  série  portuguesa  obtivemos  as  seguintes  médias:  à  direita 
—  ^  46, 2y,  ç  4  4,85;  à  esquerda—  ^  47,1  í),  ç  46,62.  O  con- 
fronto não  fornece  lesultados  suficientemente  concludentes.  A 
mulher  portuguesa  aparece  com  índices  médios  inferioi-es  aos 
dos  masculinos  do  mesmo  lado:  é  também  o  que  se  dá  nos 
índios  de  Munsee.  Mas  nos  brancos  e  negros  das  séries  de 
Pasteau  dá-se  precisamente  o  contrário.  Em  relação  a  estas  sé- 
ries os  portugueses  apresentam  médias  mais  altas,  a  não  ser  no 
sexo  feminino  à  direita.  Exceptuando  esta  última  média,  que  é 
até  inferior  à  das  brancas  de  Pasteau,  os  portugueses  afastar- 
-se-iam,  neste  índice,  mais  dos  brancos  do  autor  francês  do  que 
dos  negros  do  mesmo  investigador.   Resultado  doloroso  para  o 


'  (1)   O;?,  dl.,  pág.  271. 
(2)  No  tratado  de  Testut  está  escrito  64,32,  mas  trata-se  evidentemente 
dum  lapso  pois  logo  adiante  diz  que  a  media  iios  negros,  44,67,  é  um  pouco 
mais  elevada. 
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ain()r-|jró|)ri<)  nacional  se  as  ililiMCMu-as  registadas  nas  séries  alu- 
didas fossem  de  molde  a  revestir  se  de  signiíieaeão  em  antro- 
pologia éliiica.  Ora  parece-me  que  a  não  teem.  O  confronto 
comias  séries  de  Ilrdlicka  são  igualmente  contraditórios.  A 
média  masculina  à  direita  é  mais  alia  nos  índios  de  Munsee  do 
que  nos  portugueses;  à  esquerda  é  o  conlrário.  Com  as  médias 
femininas  obteem-se  resultados  análogos.  As  diferenças,  porem, 
são  Ião  jictjuenas  que  não  podem,  a  nosso  vèr,  considerar-se 
concludentes.  De  iG,9  de  IMunsee  a  4 " ,  1  !J  português,  a  dife- 
rença é  insignificante-,  de  4  5,0  tle  Muusee  para  í  í,85  português, 

idem. 

Sobre  este  índice  escreve  Houle  (*) :  «ívegundo  Broca  e  tam- 
bém se"uudo  Pasteau  o  comprimento  da  clavícula  em  relação 
ao  com|)rimeni()  do  úmcro  é  muito  maior  nos  negros  do  que 
nos  eurojieus,  mas  este  lacto  infere-se  muito  mal  dos  dados  re- 
í-olliidos  e  publicados  por  Uivei».  O  autor  francês,  considerando 
fundadamente  este  índice  como  um  elemento  sem  nítida  impor- 
tância distintiva,  dá  nos  para  o  esqueleto  de  Ferrassie  um  va- 
lor >5i,  para  os  foguinos  ò2,l  e  para  os  australianos  o  índice 
de  41,9.  Os  europeus  e  os  negros,  para  os  quais  Broca  m)s  dá 
as  méilias  de  44. Go  e  46,14  respectivamente  ("-j  ficariam  assim 
num  lugar  intermédio  entre  Ferrassie  e  foguinos  dum  lado  e  os 
australianos  dx>  outro.  Postas  em  confronto  com  os  dados  d.) 
Broca  ainda  as  nossas  médias  ficam  mais  próximas  das  dos  ne- 
gros do  que  das  dos  europeus.  Mas  uma  diferença  de  2  ui\i- 
dades  nas  médias  dos  negros  e  dos  europeus  aut.orizam  a  dar 
a  este  índice  um  valor  diferencial  entre  os  dois  tipos  autropo- 
k>icos?  Decerto  que  não.  1'artilliamos  a  respeito  do  índice 
clávio-umeral  o  parecer  de  Boule. 

Nos  esqueletos  dos  «kjekenmedings))  de  Mugem,  sobre  da- 
dos de  l^aula  e  Oliveira,  calculámos  o  índice  médio  de  46,6 
para  3  esqueletos  masculinos,  e  para  um  exemplar  feminino  o 
autor  dá-nus  o  índice  de  47,95.  Não  diferem  sensivelmente  dos 
valores  dos  portugueses  contemporâneos,  mas  a  mulher,  ao 
contrário  do  que  nestes  sucede,  tem  um  índice  mais  alto  do 
que  os  dos  homens. 

Mas  o  estudo  deste  índice  na  nossa  série  não  conduz  a  esta- 
belecer diferenças  sexuais  significativas.  E  as  conclusões  do  tra- 
tamento das  nossas  estatísticas,   a   tal  respeito,   radicam-se  com 


(1)  Boule  (M),  L'homme  fossile  de  la  ChapcUe-aux-Saints.   Extr.    des 
«Annales  de  Prtléontologic.  Pariá,  1911,  pág   121. 

(í)  Topinard  (P.),  UAnthropolorjie,  4."  ed.  Paris,  1884,  pag.  àV>. 
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as  contradições  adiadas  no  coníronto  com  as  séries  de  Pasteau 
e  Hrdlicka. 

XIX  —  índice  clávio-umeral  na  série  portuguesa 


Médias : 

Identificadas  .  .  . 

Pares 

Máximo 

Mínimo 

Desvio  padrflo  .  . 
Desvio  provável  . 

Diferença  entre 
as  médias  dos 
dois  sexos.  .  .  . 

Desvio  padrão  da 
diferença  .  .  .  . 


(10). 
(9) 
(10). 


..46,29+0,.'i0 
46,00 
49,2 
43,1 
2,354:0,3.^ 
1,58 


(11)...  44,85+0,43 

(f>)  . . .      44,83 

49,7 

42,2 

2,22+0  33 

1,46 


;il).. 


(21)...  1,44 
»   ...0,66 


Esquerda 


(13)...  47, 19+0,40 

(9)  . . .       46,99 

(13)...       m,"! 

«  ...       43,5 

«...  2,1,5+0,28 

»  ...       1,45 


46,62+0,39 
46,15 
49,4 
44,3 
1,73+0,28 
1,17 


(22)... 0,57 
»  ...0,60 


Apezar  de  rigorosanienle,  sobretudo  para  o  sexo  masculino, 
não  se  poder  atribuir  uma  grande  significação  à  inferioridade 
do  índice  à  direita,  em  relação  ao  do  lado  esquerdo,  nem 
porisso  essa  diferença  nos  parece  inteiramente  desprovida  de 
significado.  Ela  resulta  em  grande  parte,  decerto,  do  facto  do 
comprimento  máximo  da  clavícula  ser  maior  a  esquerda  do 
que  h  direita. 

Diferença  da  direita  para  a 
esquerda : 

Pares -(18)  .  .  .  0,99 

Identificadas    .    .   (23)  .  .  .  0,90 
Desvio  padrão  da  diferença     »     ...  0,63 

A  diferença  é  mais  significativa  no  sexo  feminino  do  que  no 
masculino.  Vimos  já  que  também  nas  séries  de  Hrdlicka  no 
sexo  masculino  não  há  uma  diferença  a  favor  do  lado  esquerdo, 
mas  esta  existe  bem  patente  para  o  sexo  feminino. 


(12). 

.  1,32 

(20). 

.  1,77 

» 

.0,63 

Omoplata 

O  osliult)  (lo  omojjlata  não  foi  leito  sòbi'e  {grande  núiiicro  de 
exem[)larc's,  porisso  que,  provindo  os  ('squclelíts  diiin  cemité- 
rio, poucos  destes  ossos  rcsisliram  a  unia  inliuniação  mais  ou 
menos  demorada,  deteiiorando-se  em  geral  com  facilidade. 
Completámos,  porém,  a  série  com  muitos  omoplatas  isolados, 
existentes  no  Museu. 

A  importância  que  lhe  é  li^acla,  |iorém,  por  alguns  autores, 
quer  sob  o  ponto  de  vista  aiitro])ozool('»gico,  quer  sob  o  ponto  de 
vista  da  antropologia  étnica,  Icvou-nos  a  tirar  sobre  os  Í0  exem- 
plares que  conseguimos  reunir  em  melhores  condições  de  con- 
servação, as  principais  medidas  que  o  seu  estado  permitia.  Na 
técnica  conduzimo-nos  com  pequenas  alterações,  pelo  tratado 
de  Frassetto  (^). 

^}  Largura  do  omoplata  —  (^Morphologisc/ie  Ldnge,  de  Schiich). 

—  li  a  distância  do  ponto  de  maior  depressão  da  cavidade  gle- 
noidea,  na  linha  média  da  mesma,  até  ao  ponto  em  que  a  ex- 
tremidade da  espinha  do  onioplata  ou  o  seu  prolongamento 
encontra  o  bordo  vertebral  deste. 

B)  Altura  (lo  omoplata  —  Í^MorphologiscJie  Breite,  de  Schuch), 

—  Desde  o  vértice  do  ângulo  superior  do  omoplata  ao  vértice 
do  ângulo  inferior. 

C)  Altura  da  fossa  supraespinhosa.  —  Do  vértice  do  ângulo 
superior  do  omoplata  ao  ponto  em  que  a  espinha  do  onioplata 
ou  o  seu  prolongaincnto  encontra  o  bordo  vertebral  do 
osso. 

D)  Altura  da  fossa  infraespinhosa. — Deste  último  ponto  ao 
vértice  do  ângulo  inferior  do  omoplata. 

E)  Comprimento  espino-acromial.  —  Do  ponto  mais  alto  da 
margem  superior  do  acromion  ao  ponto  em  que  o  bordo  pos- 
terior da  espinha  do  omoplata  se  alarga  numa  superfície  trian- 
gular, junto  do  bordo  vertebral  do  omoplata. 

F)  Largura  máxima  do  acromion. — Do  ponto  mais  alto  da 
margem  superior  do  acromion  ao  ponto  diametralmente  oposto 
da  margem  inferior  do  osso. 

G)  Altura  da  cavidade  ^ienoidea.  —  Do  |ionto  médio  da  mar- 
gem superior  desta  cavidade  ao  ponto  médio  da  margem  infe- 
rior. 


(')  Op.  cit.,  pág.  165  e  segs. 
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H)  Lnrourn  da  cavidade  ^lenoidea.  —  Entre  os  pontos  das 
margens  lalei"ais  da  eavidade  glenoidea,  mais  afastados  do  eixo 
longitudinal  desta. 

/)  Anpdo  escápulo-eíipinal.  —  Quatro  ângulos  são  formados 
pela  intersecção  duma  linha  rcota  unindo  os  vértices  dos  ân- 
gulos superior  e  inferior  do  omoplata  e  doutra  recta  unindo  o 
ponto  mais  profundo  da  incisura  escápulo-acromial  com  o  ponto 
em  que  o  bôido  posteiMor  da  espinl)a  do  omo[)lala  se  alarga 
nun)a  superfície  triangular  visinlia  do  bordo  vertebial  do  osso. 
Desses  ângulos,  o  que  chamamos  escápulo-espinal  é  o  súpero- 
-externo.  A  técnica  usada  pai"a  a  sua  detei  ininação  é  a  que 
Frassetio  expõe  para  o  Anpdo  da  espinha,  a  pág.  17  1  do  vol.  iii 
do  seu  tratado,  difcriíido  a  nossa  apenas  no  modo  como  defi- 
nimos o  ojnslhokoilon. 

Sobre  as  dimensões  que  enumerámos,  calculámos  os  seguintes 
índices : 

K)  Índice  escapular  = — . 

L)  Índice  supta-espinnoso  = 


A 

.   -i    ,.      .  r          .  ,             Ax\QO 
M)  Índice  infra-expinfioso  = — . 

N)  Índice  espmo  acroimai  = — ,    iNao   e  o   mesmo   que 

Frassetto  designa   por  este  nome, 

^     /    ,.      7          •/    7      ,       .,           Hx  100 
O)  Índice  da  cavidade  glenoidea  =- — . 


A  determinação  do  sexo  nos  omoplatas  não  identificados  não 
foi  fácil.  Além  das  indicações  dadas  pelas  dimensões  gerais,  ro- 
bustez, i'ugosidades,  peso,  etc,  do  osso,  conduzimo  nos  pelas 
seguintes  bases,  que  extraímos  do  exame  dos  dados  relativos 
aos  identificados  : 

1.°  Sei"iam  masculinos  todos  os  que  tivessem  índices  espino- 
-acromiais  e  índices  da  cavidade  glenoidea  ahí)S. 

2.°  Seriam  ("emininos  todos  os  que  tivessem  os  mesmos  ín- 
dices com  valores  baixos. 

O  estabelecimento  duma  dclimit<ição  nítida  e  formal  não  nos 
foi  possível.  Em  7  ou  8  exemplares  o  sexo  vem  indicado  com 
dúvida,  Apczar  disso  obtivemos  vários  i'esultados  interessantes. 
Começaremos  pela  sumária  análise  de  alguns  caracteres  descii- 
tivos  {[ue  de  ])assagem  observámos  no  omoplata. 
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Caiacleieíi  descriliros. —  Wv\i\ú\ín\\v\\\v  ;i  lonna  gi-ial  do  osso, 
obrivemos  os  seguintes  lesuluulos  globais: 


N»  de 


Vo 


N.»  de 

casos 


Vo 


Triangular 10  26,3 

Quadrangular  ....  Ifi  42,1 

Pentagonal IO  26,3 

Bordos  axilar  e  vcrle- 

bi'al  côncavos   ...  2  5,3 


9  42,9 

'i  19,0 

6  28,6 

2  9.5 


Predomina  no  sexo  masculino  o  omoplata  de  contorno  qua- 
drangular, devido  ao  faclo  de  do  bordo  axilar  se  destacar  um 
pequeno  bordo  inferior  pela  tracção  exercida  por  músculos. 
No  sexo  feminino  predomina  a  forma  triangular.  Nas  mulheres 
brancas  dos  Estados  Unidos  também  predomina  o  omoplata 
triangular,  mas  no  sexo  masculino  esse  prcdomíni<i  existe  igual- 
nienle,  sendo  até  os  oujoplatas  quadrangulares  menos  frequentes 
do  querias  mulheres. 

Da  comparação  con»  alguns  dados  de  Urdlicka  (')  não  se  ex- 
traem conclusões  nítidas  sob  o  ponto  de  vista  da  antropologia 
étnica  : 

XX  —  Forma  geral  do  omoplata  em  diferentes  séries ; 
percentagens 


Trian- 

Quadran- 

Penta- 

Bordos 

-  Miinsee 

gular 

gular 

gonal 

côncaTOS 

$ 

? 

$         ? 

$ 

?, 

$ 

? 

19- 

12 

27 

38 

45 

50 

18 

_ 

_ 

2ftr,  - 

-Brancos  da  América  . 

28 

32.2 

9,5 

24.6  1  25.6 

8,5 

9,5 

13,6 

.%- 

-  Noí^ros  da  América.   . 

22,5 

- 

17,5  i  43,5   34,5 

6 

D 

2b 

59- 

-  Portugueses 

26, a 

42,9 

42,1 1  19,0    26,3    28,6 

1                  ! 

5,3 

9,5 

Helalivamente  à  forma  do  bordo  superior  do  omoplata  esta- 
belece Urdlicka  os  seguintes  tipos:    I,  horizontal  ou  levemente 


(1)  Ales  Urdlicka,  op.  cAt..  pág.  76. 
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inclinado  e  íorniando  uni  ânj^ulo  recto  ou  (juási  reclo  com  a 
vertical  levantada  da  base  da  aj)(')íise  coracoide;  2,  moderada- 
mente inclinado  ou  oblíquo  e  recto  ou  muito  leveniente  cur- 
vado, formando  com  a  verlical  um  andado  entre  85"  e  55"; 
3,  acentuadamente  oblí(juo,  íormando  conj  a  vertical  um  áng^ulo 
de  menos  de  55";  í,  an^-^ular  ou  profundamente  recurvado  em 
sela;  5,  acentuadamente  concavo  ou  semi-lunar;  6,  baixo  e 
moderadamente  convexo;  7,  acentuadamente  côncavo  con- 
vexo. 

As  observações  feitas  na  nossa  série  em  70  exemplares  deram 
os  seguintes  resultados  : 


XXI  —  Bôi-do  superior  do  omoplata  nos  portugueses 


Direitos  (33) 

Esquerdos  (37) 

Tipos 

$  (22) 

?  (11) 

$  (25) 

?  (12) 

N.o  de 
casos 

Vo 

N.»  de 
casos 

7o 

N.»  de 
casos 

v« 

N.»  de 
casos 

7o 

1 

6 
8 
1 
5 

2 

27,3 
36,4 

4,5 

22,7 

9,0 

2 
5 
1 
2 
1 

18,2 
45,5 

9,1 

18,2 

9,1 

7 
9 
1 
3 

1 
1 
2 
1 

28.0 
36,0 

4,0 
12,0 

4,0 
4,0 
8,0 
4,0 

5 

2 

2 
2 

1 

41,7 

16  7 

2 

3 

4  e  quási  4 

5  6  quási  5 

6 

16,7 
16,7 

7 

Inclassificável 

8,3 

O  tipo  mais  comum  é  indubitavelmente  o  n."  2,  de  mode- 
rada ou  média  inclinação,  scguindo-se  e.n  fi'eqCiència  o  n.°  1, 
horizontal  ou  quási  horizontal  e  depois  o  n."  4,  em  sela.  E  pre- 
ciso, porém,  notar  que  vários  omoplatas  foram  classificados 
neste  úllinjo  tipo,  com  um  ponto  de  interroí^acão.  Os  tipos 
mais  raros  são  o  n.*^  3,  muito  oblícjuo,  e  sobretudo  os  n."^  7  e  6, 
o  primeiro  acentuadamente  còncavo-convexo  e  o  segundo  con- 
vexo. 

Há  algumas  diferenças  dum  lado  para  o  outro  e  dum  para  o 
outro  sexo.  Achamos,  porém,  interessante  confrontar  os  nossos 
resultados  com  os  de  algumas  séries  apresentadas  por  Hrdlicka. 


I2;í 


Eis   as    percfiiUÍgens    globais    para    os    dois   sexos  e    ambos    os 
lados: 


Séries 


16  —  Munsee 

82  —  índios  americanos   da   costa 

N.  O.      

53  — Çliff-dwellers  do  S.  de  Utah  . 

41  —  índios  mexicanos 

95  —  índios  penivianos 

1032  —  Brancos  da  América 

70  —  PortusTueses 


6,7 
16,9 

37,8 

15,0 
28.6 


Tipos 


27,5 
54,7 
39,1 
37,9 
48,5 
34,3 


31,2 

35,4 

20,7 
15,8 
15,8 
11,0 
4,3 


4  ou 

5  ou 

6 

quási 

quasi 

25 

43,8 

- 

25,6 

4,9 

_ 

7,6 

_ 

4,8 

2,4 

- 

17,9  1  26,3 

- 

8,2 

16,7 

0,3 

17,1 

8,6 

1,4 

0,5 
2,9 


(Continua.) 
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publicação  das  suas  obras  está  lerininado.  O  priineii'o  torno 
apareceu  em  (905  e  demos  noticia  d'elle  no  volume  i,  pag.  LS^i, 
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Hermite  honrou  o  nosso  Jornal  de  sciencias  malhemalicas 
com    alguns    artigos.     Ocupou-se    nelles    do    integral    definido 

J/'(sen  ^,  cos  js)  f/^c,  das  formulas  de  Frenet,  da  adição  dos 
o 
a»'gumcntos  nas  funcções  ellipticas  e  de  uma  piopriedade  dos 
polvru)mios  de  Legendre.  Estes  trabaliios  são  reproduzidos  nas 
paginas  16í),  5l)í,  508,  512  do  volume  iv  das  obras  conside- 
radas. 


E.  l^icard  :  Les  sciences  malhhnatiques  en  France  depuis  d'un  demi- 
siècle.  Paris,  Gauthier- Villars,   1917. 

Neste  bello  opúsculo  é  exposta  a  traços  largos,  mas  traços 
de  grande  mestre,  a  parte  que  a  França  tomou  no  desen- 
volvimento das  Malhematicas  puras  durante  a  segumla  metade 
do  século  XIX  e  nos  primeiros  ânuos  do  século  actual. 
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Em  uma  pcciucna  inlioducuo  o  auclor  refere  se  aos  eaininhos 
abertos  na  Álgebra,  na  Analyse  (.•  na  Physica  pelos  irabalbos 
de  Foiíricr,  (laiuliy  e  Galois  e  apresenta  eonsiderações  cheias 
<]e  verdade  e  interesse  sobre  a  importância  do  esUido  das  Ma- 
ihcmaiicas  indej)endenlemente  das  applicaeõcs  qiie  deram  ori- 
gem ás  diversas  tlieorias.  Depois  são  consideradas  em  quatro 
secções  as  descobertas  feitas  em  França,  respectivamente,  sobre 
os  assumptos  seguintes:  luncções  analyticas,  equações  ílifíeren- 
ciaes,  tbeoria  dos  números,  Algel)ra  e  Geometria,  ibeoria  das 
funções  tie  variáveis  reaes  e  tbeoria  dos  conjunctos. 

Pela  leitura  d'esie  opúsculo  vè-se  fjuanto  tem  sido  brilhante 
o  papel  dos  geómetras  IVancezes  no  progresso  das  douliinas 
mencionadas. 


Mauriee  d'Ocagne:   Couis  t/e  Gfoméfrie  de  l'École  Polytechnique. 
Tom.   I  e  11.  l^aris,  Gauthier-Villars,  1917, 

Esta  obra  de  nuiiio  interesse  e  inipoitancia  tanto  pelos  assum- 
ptos que  encerra  como  pelo  modo  elegante  como  está  escripta, 
contém  as  lições  sobre  Geometiia  feitas  por  iM,  Mauiice  d'Ocagne 
na  Escola  Polvtechnica  de  Paris. 

O  caracter  do  ensino  do  seu  illustre  auctor  nesta  Escola  é 
resumido  por  elle  nas  palavras  seguintes,  com  (jue  abre  o  pre- 
facio :  desenvolver  nos  aiumnos  o  espirito  geométrico  e  pòr  á 
sua  disposição  as  noções  cie  geometiia  (pie  terão  de  utilisai"  ejii 
vista  das  aplicações  technicas. 

Este  programma  é  realisado  do  modo  o  mais  feliz.  Os  assum- 
ptos são  estudados  poi-  methodos  geométricos,  inteivindo  a 
analyse  só  quando  é  naturalmente  chamada  a  isso,  e  d'a(juelles 
methodos  são  expostos  e  applicados  os  ])rin('ipaes  (methodos 
das  translormações,  methodo  infinitesimal,  methodo  cinemático), 
pondo  assim  os  aiumnos  em  circunstancias  de,  em  cada  questão 
que  no  futuro  tiverem  de  resolver,  poder  escolher  o  que  melhor 
se  adapte  á  sua  resolução. 

Todos  estes  methodos  são  expostos  no  |)rimeiro  volume  e 
íormam  uma  base  solida  essencial  parn  a  leitura  do  segundo, 
consagrado  ás  applicações.  Neste  volume  são  com  efíeito  estu- 
dadas a  Cinemática  applicada  (tbeoria  dos  mecanismos  e  Crne- 
malica  graphica),  a  Stereotomia,  a  Estática  graphica,  o  calculo 
graphico,  o  calculo  gra])hico  niecanico  e  a  Nomographia. 

E  desnecessário  ajuntar  (jue  lodos  estes  assumptos  são  ma- 
gistralmente estudados,  porcpie  o  nierito  do  auctor  da  obra 
considerada  é  bem  conhecido  no  nosso  paiz. 
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Leon   Lecornu  :    Cours  de  Mrconiijue  professe  a   l'Ecole  Polyte- 
clinique.  Tom.  iii.  Paris,  Gauihier-Villars,   1918. 

Deu-se  já  noticia  nestes  Annaes  dos  dois  primeiros  volumes 
d'esta  obra,  consagrados  á  exposição  das  doutrinas  que  formam 
a  IMecanica  i'acional.  O  volume  de  (jue  hoje  damos  noticia  é 
consagrado  á  IMecanica  applicada,  O  auctoi"  entendeu  que,  sendo 
quasi  certo  que  á  guerra  que  vem  de  terminar  vae  succeder  um 
periodo  de  transformação  económica  que  obrigue  a  reduzir  os 
estudos  theoricos  para  dar  prejerencia  aos  estudos  necessários 
para  o  progresso  das  diversas  industrias,  devia  desde  já  pôr 
nas  mãos  dos  alumnos  da  Escola  Polylechnica  de  Paris  um  vo- 
lume consagrado  ás  applicaçòes  mais  importantes  das  theorias 
que  tinha  estudado  nos  dois  piimeiros  volumes. 

E  evidentemente  de  maior  vantagem  a  exposição  na  mesma 
obi"a  e  pelo  mesma  auctor  da  Mecânica  iheorica  e  da  IMecanica 
applicada,  porque  só  assim  se  obtém  a  harinonía  completa 
enlre  as  doutrinas  que  as  constituem.  Os  engenheiros  serão 
pois  gratos  a  M.  Lecornu  por  ter  posto  á  sua  disposição  um 
excellente  tratado  de  Mecânica  applicada,  intimamente  ligado  a 
um  tratado  magistral  de  Mecânica  theorica,  onde  encontram  ex- 
postas com  a  maior  clareza  e  elegância  e  com  o  desenvolvi- 
mento necessário  as  doutrinas  relativas  á  resistência  de  mate- 
riaes  (169  paginas),  á  hydraulica  (139  paginas),  á  thermodina- 
mica  (98  paginas),  á  theoria  das  machinas  (230  paginas),  e  ainda 
algumas  noções  (22  paginas)  sobre  aviação. 

Os  caminhos  da  Mecânica  applicada  não  têem  ordinariamente 
a  segurança  lógica  dos  caminhos  da  Mecânica  racional ;  mas 
M.  Lecornu,  dispondo  de  elevados  conhecimentos  theoiicos, 
conseguiu  tractar  as  questões  de  applicação  de  que  se  occupou 
de  um  modo  mais  rigoroso  do  que  o  que  se  encontra  nas  obras 
anteriormente  publicadas  por  diversos  engenheiros. 

E  impossível  dar  em  pecpieno  espaço  noticia  das  doutrinas 
que  encerra  cada  uma  das  divisões  da  obra-,  terminaremos  porisso 
recommendando-a  calorosamente  aos  professores  e  alumnos  das 
nossas  Faculdades  de  Sciencias,  que  encontrarão  nos  primeiros 
dois  volumes  preciosos  auxiliares  para  o  seu  ensino  e  para  o 
seu  estudo,  e  aos  professoi-es  e  alumnos  das  nossas  Escolas  te- 
chnicas,  que  encontrarão  no  terceiro  volume  as  doutrinas  de 
Mecânica  applicada  de  que  podem  carecer  na  sua  vida  de  enge- 
nheiros, expostas  com  a  máxima  perfeição. 
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Oeuvres  de  G.  H.  Halphen,  publiées  par  les  soins  de  C.  Jordan, 
H.  Poincaii,  E.  Picard.  Tom.  ii.  Paris,  Gaulhier-Villars, 
1918. 

Deu  se  nniicia  do  apareoiíuenío  do  primeiro  tomo  das  Obras 
coin|)lelas  de  G.  H.  Halplieii  no  volmiu;  xii  dos  An7ine!í.  Hoje 
temos  a  satislaeâo  de  anmmciui-  o  aparecimenlo  do  tomo  li,  no 
qual  se  encontram  numerosas  memorias  e  nolas,  que  o  eminente 
geometra  publicou  no  iiitcrvallo  de  1870  a  1882,  sobre  a  tlieoria 
das  caracteristicas,  sobre  as  singularidades  das  curvas  e  super- 
fícies algébricas,  sobre  os  invariantes  dinerenciaes  (thcse  no- 
lavel  apresentada  á  Faculdade  de  Sciencias  de  Pai-Js),  sobre  as 
cuj-vas  do  terceiro  gráo,  sobre  integrações  de  equações  diílei-en- 
ciaes,  sobre  diversas  seiies,  sobie  funccões  elliplicas,  etc.  Todos 
estes  traballi(»s  notáveis  estavam  espalbados  por  numerosas  re- 
vistas scientilicas  da  França,  Inglaterra,  Alienianlia  e  Itália;  a 
sua  reunião  em  um  volume  é  um  grande  serviço  feito  aos  ma- 
themalicos  de  todos  os  paizes  que  podem  assim  estudar  facil- 
mente estas  preciosidades  malhematicas. 


Gino  Loria  :  Melodi  di  Geometria  descriíliva.  Milano,  U.  HoepH, 

1919. 

Esta  obra,  da  qual  vem  de  publicar-se  a  segunda  edição,  faz 
parle  da  excellente  e  bem  conhecida  collecção  dos  Manuali 
Hoepli.  Contém,  no  pequeno  espaço  de  35-3  paginas,  os  nie- 
tbodos  que  é  actualmente  necessário  conhecer  paia  a  represen- 
tação plana  das  íormas  situadas  no  espaço.  Assim,  em  j)iimeiro 
logar,  é  estudado  em  135  paginas  o  methodo  da  dupla  pro- 
jecção de  Monge;  depois,  são  consagradas  105  paginas  ao  me- 
thodo da  projecção  central,  em  seguida,  é  exposto  em  2i  pagi- 
nas o  melhodo  dos  planos  colados.  A  exposição  d'estes  melhodos 
é  acompanhada  de  muitas  a[)licações  á  resolução  de  diversos 
problemas  relativos  a  pontos,  rectas  e  ])lanos,  considerando-se 
niethodicamente  as  posições  especiaes  que  podem  tomar  os 
dados  dos  piohlcmas. 

As  duas  ultimas  partes  do  livio  oflerecem  um  interesse  espe- 
cial pela  sua  novidade.  Contèem  as  doutrinas  que  lo)'mam  os 
themas  que  o  auctor  chamou  Jronometna  e  PholOi^eomelria .  Na 
Axonometria  é  estudado  o  problema  da  determinação  da  pro- 
jecção parallela  ou  central  sobre  um  plano  de  uma  figura  de- 
terminada pelas  projecções  orlhogonaes  sobre   ires  planos  dois 
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a  dois  orthogonaes.  Na  IMiotoj^^conjctria  é  estudado  o  problema 
da  dcUMMninarào  da  pi-ojecião  do  unia  figura  sobre  uni  plano 
dado,  leita  de  uni  ccnLix)  tanibcni  dado,  quando  se  conliecem 
as  projecções  da  mesma  figui'a  feitas  de  dois  centros  sobre  dois 
planos,  e  a  questão  da  deterniinação  da  forma,  posição  c  pro- 
priedades da  figuia  de  (pie  se  cíjiiiieceiíi  n  piojeeçõcs  centraes 
feilas  de  centros  de  posição  dcsconliecida. 

A  exposição  é  feita  com  a  ciarcza,  simplicidade  e  elegância 
que  estamos  liabituados  a  encontrar  nas  obras  do  illustre  pro- 
fessor da  Universidade  de  Génova.  Recomendamos  vivamente 
este  volume  aos  professores  e  alumnos  das  nossas  Universidades. 


Emile  Belot :    V origine   des    formes   de   la    Terre  et    des  planeies. 
Paris,  Gautbier-Villars,   1918. 

O  auctor  combate  o  modo  como  os  geólogos  procedem  para 
estudar  a  questão  difícil  da  origem  das  formas  estructuraes  da 
crusta  terrestre  comparando  os  phenomerios  actuaes  aos  phe- 
nomenos  primitivos.  Entende  que  se  devem  reconstituir  na  sua 
ordem  natural  os  pbenomenos  geológicos  das  eras  primitivas, 
resiituindo-lhe  o  seu  caiacter  excepcional,  que  não  tem  relação 
alguma  com  a  realidade  actual,  e  que  é  á  Astronomia  e  á  Phy- 
sica  qne    se  deve  recorrer  para   se  estudar  a   questão  referida. 

O  assumpto  é  bello  e  o  livro  é  interessante.  Pelo  resumo  que 
segue  do  objecto  dos  nove  capitulos  em  que  eslá  dividido, 
pode-se  avaliar  o  interesse  que  oflerece.  I.  Generalidades  sobre 
a  era  primitiva  ou  palaeolhermal  — ÍI.  O  nível  de  base  funda- 
mental da  architectura  terrestre.  —  IIÍ.  O  periodo  ignco.  — 
IV.  O  periodo  diluviano.  —  V.  As  leis  da  arcbitectura  terrestre. 

—  VI.   Os  problemas  orogenico   e  epirogenico.  —  VII.   O  vulca- 
nismo natural  e  experimental.  —  VIII.   O  magnetismo  terrestre. 

—  IX.  A  origem  cósmica  das  foriíias  planetárias. 
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SUR  LES  SURFACES  RÉGLÉES 

PAR 

M.  Cl.  Servais 

Profosseur  à  TUniversité  de  Gand 


§1 

Paramètre  de  distribution 

1.  Un  seus  ])(),sil.ií  étaul  arbiiraircmciit  choisi  siir  1'arèle  s 
truii  aiig;le  dièdre  (iJ-Hi),  soit  AB  un  seginenl  posilifde  cette  semi- 
droile.  Un  plan  normal  en  A  à  la  droile  s  coupe  les  plans  jx,  |jii 
suivant  les  droites  7/i,  mi,  Le  siyne  de  Tangle  plan  {m/n\)  de  ce 
dièdre,  determine  par  un  observateur  dont  Tceil  est  placé  au 
point  B,  esl  le  signe  de  l'angle  dièdre  (|J-|J-i).  Par  suite  l'angle  ([ilii) 
est  de  signe  contraire  à  la  roíation  mesurée  sur  la  senii-droile  s 
et  qui  amène  le  plan  ii.  en  coíiuidenee  avec  le  plan  ;j.i  en  dé- 
crivant  Tangle  (;í-[J-i). 

2.  La  ponctuelle  des  points  M  d'une  génératiice  g  d'une  sur- 
íace  réglée  S  est  projective  au  faisceau  des  plans  (jl  langents  en 
ces  |)oints.  Dans  cette  projectivité  au  sens  positif  de  la  ponc- 
tuelle (M)  arbilrairement  cboisi  sur  la  génératrice  ^,  correspond 
un  sens  de  rotation  dans  le  faisceau  (jt).  Le  signe  de  cette  ro- 
tation  mesurée  sur  la  seini-génératrice  positive  g  est,  par  défi- 
nition,  le  signe  du  paramètre  de  distribution  des  plans  tangents 
relatif  ii  cette  génératrice.  Ce  signe  est  indépendant  du  choix 
du  sens  positiC  sur  la  génératrice  g  (*). 

Soient  !>,  O,  iM,  A,  le  paramètre  de  distribution,  le  point 
central  et  deux  [joints  ([uclcoiupies  de  la  génératrice  g;  co,  |i.,  a 
les  plans  tangents  a  la  surlace  11  en  ces  points-,  on  a  en  gran- 


(')  Darboux,  Lcçnns  sur  la  Ihéorie  générale  des  surfaces,  troisiòine  partie 

p.  yo2. 

VoL.  Mil  —  N."  3  1 


lâo 


dcur  et  en  signe  (1) 

_  OM     _  OA      _  OA  — QM 

ou 

(  1  )  I)  = -. •  cos  (COII)  •  cos  (0)CZ). 

^  ^  •*  sin  (jia)  ' 

3.  La  plus  courle  distance  5  des  génératiices  infinimenl  voi- 
sines  g,  g'  de  la  surface  S,  rencontre  ces  deux  droites  respecti- 
venient  aux  poinls  Oj,  O-2.  On  associe  à  la  droite  s  un  sens  tel 
que  le  segment  O1O2  soit  posilif;  à  ce  sens  corrcspond  un 
signe  pour  Tangle  dièdre  aigu  fonué  par  les  plans  5^,  sg' .  Ce 
signe  est  celui  du  paranièfre  de  distribution  relalif  h  la  généra- 
trice  g.  Par  suite  quel  que  soit  le  sens  choisi  sur  la  plus  courte 
distance  5,  on  a  en  grandeur  et  en  signe 

,.     OiOa 
p  =  lim 


\ob  ' 

4.  Si  M,  A,  li  sont  Irois  poinls  de  la  cjénèralrice  g  d\Lne  sur- 
face rêgUe  2;  [t,  a,  (3  les  plans  tangenls  en  ces  points;  m  la  nor- 
inale  au  poinl  M ;  p'  le  paramèlie  de  dislrilnilion  de  la  généra- 
trice  ni  du  paraboloUle  des  normales  a  la  surface  S  le  long  de  g, 
on  a  en  grandeur  et  en  signe 

,_  MA.MB_  sin  (ap) 

^  '  '  AB  sin  (jia).sin  (|j.|3)  * 

En  eflet,  soient  M'  un  point  infiniment  voisin  de  M  sur  la  géné- 
ralrice  g^  jx''  le  plan  tangent  à  la  surface  2  en  ce  point-,  on  a 
l'égalité 

(MAM'B)  =  (!xa[j.'p). 

Donc  (3) 

,_  MM'  MA.  MB  sin(«P) 

"  ~         sin  {\í[).')  AB        sin  (|xa) .  sin  (|iP)  * 

Remarque.  Si  le  point  B  est  a  Tinfini  la  formule  (2)  devienl : 

MA  '    cos  (íoa) 

(3)  p=-  •  .  N — ^-4 

^  ^     ,  '         sin  (jj.a)    cos  (coji.) 

0)  designam  Ic  plan  central  de  la  généiatrice  g. 
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Des  fonmiles  (I)  el  (3)  on  cléduil 


/>  =  — 


-■os-  (OJJJ.) 


Ibnnule  de  Mannhciín  (*)  niodifiée  par  Tintroduction  des  signes. 
On  peul  la  déduiie  iminédiatement  de  Tégalité  (1). 

5.  On  a  désig-né  par  O  le  poinl  ceiílrul  de  la  généra- 
trice  g  (2);  les  nonnales  o,  rn,  a  aux  poinls  O,  M,  A  de  —  sont 
des  généralriees  de  niènie  svstème  d'un  paraboloíde  équila- 
tère  (P);  elles  renconlrent  une  génératrice  g\  du  système  con- 
traire  aux  points  Oi,  Mi,  Ai.  La  génératrice  de  striclion  o  du 
paraboloíde  (P)  esl  perpendiculaire  aux  généralriees  g,  g\  de  (P); 
par   suite   on    a 

OOi  =  MiMi  cos  (om)  ===  AAi  cos  (off). 

Mais  les  angles  (ind),  {oní),  (oa)    mesurent   en    grandeur   et   en 
signe  les  dièdres  (|i5<),  (ojjí),  ((oz)  la  formule  (3)  donne  donc 

MA       MM, 


sin  [ma)    AAi 

Ainsi :  Soient  rn,  a  deux  généralriees  de  même  syslètne  d'un  para- 
boloíde équilatère  (P) ;  la  génératrice.  de  sériction  g  el  une  généra- 
Irice  quelconque  gi  de  1'aulre  syslème  rencontrenl  m  aux  points  M 
et  Mi;  a  aux  poiyits  A  el  Ai.  Si  p'  est  le  paraynèlre  de  dislribu- 
lion  de  la  génératrice  ni,  on  a  çn  grandeur  el  en  signe  (-) 

MA         MMi 

'  '      sin  (ma)      AAi 

6.  Une  génératrice  gi  du  paraboloíde  équilatère  (P)  du  sys- 
lème g,  gi,  ...  rencontre  les  généralriees  m  et  a  aux  points 
M-2,  A-2.  Si  p"  est  le  paramèlre  de  dislribution  de  la  génératrice  a 
on  a  (5) 

p'       MMÍ-       MM1.MM2 


p"     jÃr     AA1.AA2 


(')  Mannheim,  Géométrie  descriptive,  2^  édition,  p.  271. 
(2)  C.  Servais,  Mcmoires  in-8.°  de  VAcadémie  roíjale  de  Delgique,  t.  lii, 
1895,  p.  y. 


I3'> 


Mais  si  jx',  |i'i,  a',  a'\  sont  Ics  plans  laiiyeiUs  en  M,  M2,  A,  Ag 
au  paraboloide  (P),  on  a 

,_  MMâ  „_  AA2 

par  suite 

(5)  MM,lg(|j.'i|i.')  =  AAitg:(a'ia'). 

On  peut  considérer  les  droites  "^i,  g-i  comme  deux  droites  con- 
juguées  dans  un  syslèine  focal  dont  g  est  Taxe  principal.  L'éga- 
lité  (5)  montre  que:  » 

Si  M  esl  la  projection  orthogonale  (fun  pcinl  Mi  sur  Vaxe prin- 
cipal g-  dun  si/sicme  forni,  \i' \  le  phui  focal  de  Mi,  jj.'  le  plan  gMi, 
la  quantité  MMi  tg([j.'i|j.  )  esl  en  giandeur  et  en  signe  indépendanle 
de  la  posilion  du  poinl  Mj  (*). 

7.  Soient  O,  Oi  les  poinfs  cenlraux  de  deux  généralrices  g,  gi 
de  mérne  systcme  dun  paraboloide  hyperbolique  quelconque  (P) ; 
D,  Dl  les  poinl s  ou  ces  droites  sont  coupêes  par  leur  plus  courle 
distance;  p  le  paramèíre  de  distribution  de  g;  on  a  en  grandeur 
et  en  signe 

_  DDi        OD 

sin(^^i)   OjDi' 

Les  droites  ODj,  OíD  sont  deux  génératrices  de  (P)  et  toute 
génératrice  /  de  nième  systènie  coupe  g  et  gi  en  deux  points 
L,  Li  tels  que 

OL:DiLi=.DO:OiDi. 

La  droite  DDi  est  une  génératrice  de  striction  d'un  paraboloide 
équilatère  (Pi)  ayant  pour  génératrice  la  droite  /;  les  droites  g,  gi 
sont  deux  génératrices  de  (Pj).  wSoient  p'  le  paraniètre  de  dis- 
tribution de  la  génératrice  g  de  (Pi),  (o  et  X  les  plans  DiDL, 
DLLi,  on  a  (5) 

DD,        DL  OL  ,  DL 


úii{ggi)   DiLi'     ^  tg(coX)"'     ^  tg((oXy- 


(')  Reye-Clieiulii,  Lcnnns  sur  la géomél rie.  dr  pcmtinn ^  2'' piirUo,  pp.  8G-87. 
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De  CCS  rj^alilés  el  d*-  la  |)i(''((''(k'Mlc  j)n)[)()rLÍ()n  on  drdiiit 

DDi        OU 


P  =  - 


sin(^-'-|)  OjDi 


lorinulc  de  IM.  d'()cagiie  inodifiée  par  rinlroduclioii  des  si- 
gnes  («). 

§11 

Torsion  d'une  ligne  asymptotiqne 

9.  Au  poiíit  M  duiie  .surfacc  12  ou  represente  par  n  la  nor- 
luale,  par  /i,  /^  't-''  tangentes  priiiei[)ales,  par  Ci,  ('.->  les  centres 
de  courbure  cori'espondants;  par  «i,  «2,  les  tangentes  aux  lig^nes 
asymptotiques  (Ai),  (A2)  passant  par  le  point  M.  (^e  point  iM 
est  le  pt)int  central  de  la  génératrice  n  sur  les  norinalies  dout  les 
courbes  (Ai),  (A^i  sont  les  dircctrices.  Les  plans  langenis  à  la 
preuiière  nornialie  aux  jíoints  i\l,  d,  C-i  sont  respectivenient 
nai,  nt"2>  nti ;  pour  la  secoude  nornialie  les  plans  langcnts  aux 
mèmes  points  sont  respectivenient  nau,  ?it2,  nli.  l/égalité 

montre  que  les  sens  {(i{f-2ti)  et  (ail-2t\)  sont  opposés.  Les  para- 
nièlres  de  disiribulion  de  la  génératrice  n  sui'  les  deux  norina- 
lies  sont  donc  de  signes  contraires;  ils  onl  tlailleurs  inèine  va- 

leur  absolue  :   /— MC1.MC2  C^). 

Cela  étant  soient  g  une  génératrice  d'une  surface  régiée  S; 
(P)  le  paraboloíde  des  norniales  in,  «,  ...  aux  points  iM,  A,  ... 
de  celte  génératri(^e,  ligne  asymptolique  de  H;  (i\)  la  nornialie 
dont  les  génératrices  sont  les  binorniales  de  la  seconde  ligne 
asyniptotique  (M)  passant  par  le  point  M.  Le  paraniètre  de  dis- 
tribution  jw"  de  la  génératrice  n  de  la  nornialie  (N)  est  égal  et 
de  signe  contraire  au  parauiètre  de  distribution  p'  de  la  géné- 
ratrice n  du  paraboloíde  (P).  La  valeur  absolue  de  //'  est  égale 
;i  celle  du  ravon  de  torsion  x  au  point  M  de  la  courbe  (M).  Si 
donc  Ton  délinit  le  signe  du  rayon  de  torsion  x  par  celui  du 
paraniètre  p"  on  trouve  d'après  les  égalités  (2)  et  (3)  que: 

Le  rayon  de  torsion  x  au  point  M  d'une  ligne  asymptotique  (M) 


(')  D'Ocagne,  NntioeUes  annales  de  Mathémathiques^  1899,  p.  -t79. 
{'^}  G.  Darboux,  Leçonn  sur  la  (Jirnrie  géiiá-alc  d>'s  si/rfa('e8,  quatriènie 
partie,  p.  -i'28. 
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(í^une  stcrface  S   est  donné  en  grandeur   et  en  signe  pai-  ha    for- 
mules : 

MA.MK  sin(a,8) 


(6) 


(7) 


AB  sin  (|xa) .  sin  (|j.p) 

MA       cos  (coa) 


sin  ([ia)   cos  ({0[j.) 


A,  B  clanl  des  poinls  quélconques  de  la  généiahice  ^  passant  pai- 
le  point  M;  a,  (5,  |x  les  plans  langents  a  la  surface  S  aujr  poinls 
A,  B,  M;  CO  le  plan  central  relatif  a  la  génératrice  g. 

9.  La  formule  (4)  donne  Texpression  suivante  du  rayon  de 
torsion  t: 

P 


(8) 


cos^  (co|i) 


,,,,,.,                  OM        ^  , 
on  en  tenant  conipte  de  I  effalite  p  = ; ,  ()  etant  Ic  point 

central  de  ^-.  '^gH^) 

(9)  t=/j  +  — — . 


Les  formules  (8)  et  (9)  ont  été  données  par  de   la  Gournerie 
et  Lamarle  (^). 

10.  Si  les  tangentes  l  aux  points  M  d'une  courbe  (M)  sont 
des  rayons  d'un  complexe  linéaire,  les  perpendiculaires  g  abais- 
sées  des  points  IM  sur  Taxe  a  du  complexe  engendrent  une  sur- 
face réglée  S  dont  la  courbe  (M)  est  une  asymptotique  et  la 
droite  a  la  ligne  de  striclion.  On  designe  par  |i  le  plan  oscula- 
teur  {tg')  au  point  IM  de  la  courbe  (M),  par  -  le  j-ayon  de  tor- 
sion, par  p'  et  co  le  paramètre  de  distribution  et  le  plan  cen- 
tral {ag)  de  la  génératrice  g  de  S-,  par  O  la  projection  ortbo- 
gonale  de  M  sur  Taxe  a.  On  a  (2,  9): 

,  OM  ,  ,  ÕM^ 


tg(03|x)  p' 

Le  paramètre  /)  du  complexe  linéaire  est  égal  à  OM  tg(iJ.o))  (6), 


(')  De  la  Gournerie,  Traité  de  Géométrie  descriptive,  Separtie,  p.  31-32. 
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on  a  donc 

Ainsi:  Le  laijon  de  loiúon  x  au  pnint  M  lUune  couibe  M  tlonl  les 
ínn^^enles  sont  í/es  ruijons  dun  complexe  lincaire  est  iloiinc  en  fjran- 
deur  et  en  si^nie  par  la  formule 

,   OM- 

(10)  ^=/'  +  -7-- 

p  esl  le  paramhre  du  complexe  (6),  O  la  projeclion  de  M  mr  Vaxe 
dií  complexe  (*). 

III 

Courbes  conjuguóes 
aux  trajectoires  ortliogonales  des  génératrices 

11.  On  designe  par  Xi,  >i2  les  plans  isotropes  passant  par  la 
géiiéiatricc  g  d'une  surface  ré^^lée  lil;  par  [ti,  \i^  les  plans  tan- 
genls  en  deux  points  Mi,  lAIj  de  cette  i^énéralrire;  par  Li,  L2 
!es  points  de  contacl  des  plans  Xi,  Kt.  Si  l"anj,de  {\í.\\í.i)  est  cons- 
tam pendam  le  déplacenient  du  point  Mi  siir  une  courbe  (Mi) 
de  la  surface  S,  le  point  correspondam  M-2  trace  sur  la  nième  sur- 
face la  courbe  (M2),  landis  que  les  points  Li,  L2  décrivent  la  li^ne 
de  courbure  iniaginaire  (L)  courbe  de  contact  de  i!  avec  la  dé- 
veloppable  isotrope  circouscrite.  Le  rapport  anharnionique  des 
quatre  plans  [ii,  |i2,  >^i,  >-2  étant  conslant  par  bypothèse,  celui 
des  quatre  points  Mi,  M2,  Li,  L2  est  aussi  conslant  et  les  tan- 
gentes ?«i,  '«2,  U,  k  en  ces  poinls  aux  courbes  (Mi),  (M2),  (L) 
som  des  génératrices  (fe  nièine  systènie  dune  quadrique  (Q). 

Leurs  conjuguées  ?n'i,  m't,  l'i,  í'-2  sur  la  surface  1  sont  des 
génératrices  de  nième  systènie  d'une  (juadriquc  ((T)  polaire  re- 
ciproque de  (Q)  relalivemenl  a  la  quadrique  osculatrice  à  la 
surface  ^  le  long  de  la  génératrice  g.  Les  droites  isotropes 
/'i,  l'.i  étant  parallèles  aux  plans  normaux  à  la  génératrice  g,  si 
la  droite  ;«'i  est  perpendiculaire  a  g,   la  quadrique  (Q')  est  un 


(i)  Appell,  Sur  b's^cuhiqucs  gaúches  et  le  moui-eincrU  hécmãal  d'tín  cor2}S 
solido  ^Au:iales  de  TÈcole  Nonnale  Supérieure»,  'J«  serie,  t.  v,  1S7G 

A.  Deinouliu,  òwr  les  courhes  télraédrales  sj/iiiéíriques.  «Coniptes  Iteudus 
de  TAcadémie  des  Sciences  de  Pai-is.  l^""  Aout,  1892. 
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paraboloídc  et  inMTssaircment    In    dioilc  y/Zo    t^sl   iionnale    à    la 
droitc  íi'.  l^ar  c()nsé(|iiei)t 

Si  la  courbe  (M|)  eí^t  conju^uêe  aux  ti  ajecloires  orllio^onnles 
t/es  ginéiatrices  g  de  la  surface  YL,  la  courbe  (Mo)  jouil  de  la  même 
propiiélé. 

12.  Récíproquenient:  Deux  cotiibes  (Mi),  (M:>)  conjugiues  aux 
trajecfoires  orthogonales  des  ghiéralrices  g  d'une  surface  S,  déler- 
minant  sur  ces  droites  des  covples  de  poinls  Mj ,  M2  íeis  que  les 
plans  [í.i ,  \i-2  iangents  en  ces  poinls  a  la  surface  S,  fonl  enlre  eux 
un  angle  cojista?it. 

Car  les  tangentes  ?»'i,  ?}i'<9  norniales  par  hypothèse  ii  la  géné- 
ratrice  g  et  les  droites  isotropes  l'\,  l\  appartienent  à  un  nième 
syslènie  réglé  d'un  paraboloide  (Q')-  Leurs  Cf)njiiguées  ?wi,  m-i, 
/i,  4  sur  la  surface  S  sont  donc  des  génératrices  de  nième  sys- 
lènie d'une  quadrique  (Q)  et  le  rapport  anhaiinonique  (MiM^LiLa) 
est  constant;  par  suite  le  rapport  anharnionique  {\y\\'>.ikiK=>)  et 
Tangle  ([Xiiia)  sont  égalenient  constants. 

C>OROU.AUiE.  Si  deux  courbes  (Mi),  (Mg)  ont  les  mêmes  normales 
principales  leurs  plans  osculaleurs  en  deux  poinls  correspondanls 
fonl  entre  eux  un  angle  cojistanl  (*). 

13.  La  Constança  du  rapport  anharnionique  (MiM^LjLa)  (12) 
établit  la  propriélé  suivante:. 

Les  courbes  (Mi),  (M-2),  ...  conjuguées  aux  trajecfoires  orthogo- 
nales des  génératrices  g  d'uve  su?  face  S  déteiminent  sur  les  géné- 
ratrices des  ponctuelles  projectives. 

On  sait  que  fa  ligne  de  striclion  d'une  surface  gaúche  S  a 
plan  directeur  est  conjugiiée  aux  trajectoii'es  orlhogonales  des 
génératrices  et  réciproquenient.  Par  suite 

Les  courbes  (Mi),  (Mo),  ...  conjuguées  aux  Irajectoires  orthogo- 
nales des  génératrices  g  d'une  surface  S  a  plan  directeur,  détermi- 
nent  sur  les  génératrices  des  ponctuelles  semblables. 

Réciproqueinent:  Si  les  courbes  (Mi),  (Mg),  ...  conjuguées  aux 
trajectoires  orthofjonales  des  génératrices  d'une  surface  S,  détermi- 
nent  sur  les  génératrices  des  ponctuelles  semblables,  la  surface  a  un 
plan  directeur. 

Car  les  poinls  centraux  O  uiilieux  des  segmenls  homolo- 
gues L1L2  sont  des  poinls  cori-espondants. 


(')  Bonnet,  Journal  de  VEcole  polytechnique.  xxxu  Cahier,  p.  Í34. 
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Lcs  poncluellfs  sonihlahlcs  soiit  ('-pales  si  Ic  scjíinciil  L|Lo  cst 
constant. ;  par  conséquont 

Si  le  varnmUre  de  disli  ilmlion  (/ca  (jênêrnl rices  (/'nne  sv/  face  ^ 
h  plan  diiecleur  esl  coiiflfníl,  lex  poncluelles  semhlab/ex  (liienmníea 
par  les  courhes  (M|),  (M^),  ...  sur  les  rjéncralrices,  sont  irjales  el 
réciproquement. 

14.  Aux  diíTércnts  points  iM,  M',  ...  flune  combe  (M)  tiacée 
sur  une  surface  í^auche  S  on  niêne  les  plans  a,  a',  ...  nonnaux 
respecliveinenl  aux  génératricos  //,  (j\  ...  passant  par  oes  poinls. 
Ces  plans  enveloppetit  une  développable  (a)  circonsci'ile  à  la 
nornialie  (Nj  de  la  surface  11  le  long  de  la  ligne  (iM).  L'inlersec- 
tion  des  plans  a,  a'  est  paiallèle  à  la  plus  courie  distance  des 
généiat rices  r/,  g  \  si  la  génératrice  ff  se  rapproche  indéfini- 
nient  de  g,  la  limite  de  la  droile  ao'  ou  la  dioiíe  caractéris- 
lique  d  du  plan  c  est  donc  norniale  au  plan  asymptolc  lelatif 
h  la  general  rice  g.  II  en  resulte  que: 

Si  la  courbe  (M)  est  la  ligne  de  striction  de  la  surface  il,  la 
courhe  de  confacl  de  la  développable  (o)  et  de  la  normalie  (N)  est 
conjugu('e  aux  Irajectoires  orlhogonales  des  ginéralrices  de  celle 
normalie  et  réciproquement. 

15.  ÍJn  sens  c/ant  arbitrai/  emenl  c/ioisi  sur  la  normale  n  a  la 
surface  S  au  point  central  O  d^une  génératrice  g,  la  caractéris- 
lique  du  plan  a  mené  par  le  point  O  normal  a  celte  génératrice, 
coupe  la  semi-normale  en  un  point  P|  tcl  que  V on  a  en  giandeur 
et  en  signe 

OP]  =^ p  cot  (tg) 

t  est  la  tangente  en  O  a  la  ligne  de  striction,  p  le  paramilre  de 
distiibution  de  la  génératrice  g. 

Soicnt  0|,  O2  les  points  d  appui  de  la  plus  courte  distance 
des  généralrices  infiniinent  voisincs  (/,  g^ \  g'  la  parallèle  nienée 
par  le  point  Oi  à  la  droite  g'\  O'  le  point  central  de  7'.  Les 
plans  a,  a'  inenés  respectivenient  ])ar  lcs  points  O,  O'  norniaux 
aux  généralrices  correspondanlos  r/,  g'  coupcnt  le  plan  z^(gg") 
suivant  les  droilcs  s,  s'.  I.c  poini  trintcrscction  Q  des  droites  .?', 
g"  ést  la  yvrojection  orthogonale  du  point  O'  sur  le  plan  — .  On 
choisit  arbitrairenient  un  sens  positií  sur  les  droites  g,  x  =  00', 
y  =  OiO-2;  la  senii-droite  1/  fixe  le  signe  des  angles  dans  le 
plan  z  (I).  On  associe  aux  droites  r/",  u=OQ,  s,  s'  des  sens 
teis  que  lcs  angles  (gg''),  (gu)  soient  aigus  et  que  les  angles 
droits  (.<//),  {s'g'')  soicnt  positifs. 

En  désignaut  par  V  Ic  point  vs'  de  la  droite  oa'  ou  a  cn  grau- 
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dcur  et  eu  signe 

OP_.sin(s'w)       QO        sin(Ay) 
QO  ~  sin  («•')       QO'  ~~  sin  (xuj'  ■ 

En  tenanl  comple  de  Q0'  =  0i02,  («')  =  (5'5'")  ""  ^  *^^"''  '''y' 
polhèsc  ou  la  droitc  g'  se  rapprochc  indéfiuiinent  de  g 

.^.,      ,•         O1O2         sin  (^y)       .       ,   , 
hm  OP  =  hm  -^~~r  •     .    ^  '^i  ■  sin  («'m). 
sm  {gg  )     sm  (jt^w) 

Soit  /•  la  tangente  en  O  à  la  suriace  S,  normale  à  la  généra- 
trice  g;  on  associe  aux  droites  r,  n  des  seus  tels  que  les  angles 
droits  i^ng)  et  {(jr)  soient  positifs.  On  a 

\\\n(s'u)  =  {ng),     lim  (;cy)  =  (ir),      \\n-\{xu)  =  {lg) 

,.        OiOá 
hm^— ^ — 77r  =  P 

par  conséquent 

limOP=/^c()tg(i^). 

Ju  poiíil  central  O  on  designe  par  s  la  conjuguíe  de  la  tan- 
gente t  a  la  ligne  de  striction  (O);  par  si  la  tangente  normale  a  s; 
par  q  le  paramétre  de  distrihution  de  la  gêncratrice  u  de  la  nor- 
malie  a  la  surface  S  le  long  de  la  courbe  [O).   On  a 

p-    ' 


{(ssig) 


En  effet  le  plan  nr  est  tangent  à  la  normalie  au  point  Pi  de  n 
tel  que 

OPi^pcolgitg). 

Le  plan  ns  est  le  plan  central  de  la  génératrice  n  et  on  a  (2) 


01 
par  suite 


OPi 

n  = . cos  (st)  cos  (5/) 


p-    ' 


(issig)  • 
Si  les  droilcs  sy  et  g  coincidem  on  a  p  =  q\  hi  ligne  de  stric- 
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tion  cst  alors  coiijiiguée  aiix  trajectoires  orthogonalos  des  ^é- 
néralriccs  g  et  Ia  suiTace  ^  a  iin  plan  direcleur  (13).  Par 
suite: 

Le  paramkre  de  dhlribulion  d' une  génératrice  quelconque  g  d'une 
sw  face  réglte  S  a  plan  direcleur,  est  égal  en  grandeur  et  en  signe 
a  celui  de  la  génératrice  correspondante  n  de  la  nonnalie  (N)  dont 
la  directrice  ext  la  ligne  de  striction. 

Si  la  droite  5i  est  une  tangente  asymptotique  on  a 

{tSSiÇl)  =  —  1 

et  par  suite /j  =  —  q.  D'ailleurs  si  p  =  —  q  on  a  {^fss{(J)  =  — l 
donc 

Si  la  lirjne  de  slriction  est  conjuguée  aux  trajectoires  orthogo- 
nales  des  asyviptotiques  curvilignes  de  la  surface  réglce  S,  les  para- 
metres  de  distribulion  p,  C)  sont  égaux  et  de  signes  contraires  et 
réciproquement. 

16.  Si  lo  produit  pcoíg(tfj)  est  constant  pour  les  généra- 
irices  g  de  la  surface  gaúche  S,  le  segnient  OPi  (15)  esi  égale- 
ment  constant  et  la  courbe  (Pj)  lieu  des  points  Pi  esi  une  tra- 
jectoire  orthogonale  des  généralrices  s  de  la  normalie  (N)  de  la 
surface  S,  dont  la  ligne  de  striction  est  la  directrice.  Cette  tra- 
jectoire  orthogonale  cst  une  asymptotique  de  la  normalie  (N)  (14). 
Par  suiie 

Les  ?iorm.ales  a  une  surface  gaúche  L  le  long  de  la  ligne  de  slric- 
tion, sont  les  normales  principales  cfune  courbe  gaúche  (Pj)  si  le 
produit  pcotg(tg)  est  constant ;  p  est  le  paramkre  de  distribulion 
d'une  génératrice  quelconque  g  í/í  S,  t  la  tangente  a  la  ligne  de 
striclio?i  au  point  central  de  g. 

17.  Par  les  points  O  d^une  trajectoire  orthogonale  (O)  des  nor- 
males principales  d^une  courbe  gaúche  (Pj)  on  mine  des  parallèles  g 
aux  binormales  correspondanles  de  (Pi) ;  la  courbe  (O)  est  la  ligne 
de  striction  de  la  surface  ganche  2  engendrée  par  les  droiles  g  et 
le  produit  pcotg(tg)  est  constant. 

La  propriété  (14)  éiablit  en  eífet  que  la  courbe  (O)  est  la 
ligne  de  striction  de  la  surface  E  et  le  segnient  OPi  constant 
par  hypolhèse  est  alors  égal  au  produit  pcotg{tg)  (15). 

18.  I^cs  propriclés  (l  I)  et  (14)  pennettent  de  dcmontrcr  sans 
calcul  cet  intéressant  théorènie  dil  h  O.  Bonnet: 

Une  ligne  (i\I)  Iracée  sur  une  surface  réglée  S  peut  être  soit  une 
géodésique,  soit  une  trajectoire  des  généralrices  sous  un  angle  cons- 
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Innl,  soit  la  íiipie  de  shietion.  Si  (íeux  (juelconques  de  cea  propriclés 
lui  appai  liennent ,  il  en  ext  de  mcvie  de  la  Iroidhne  (^j. 

Si  la  couihe  (M)  esl.  iiiie  géodé.si(|iie  de  la  surfacc  S,  ses  nor- 
niales  jirinripalcs  lorinont  une  iionnalie  (N)  de  X;  la  ligne  (M) 
est  sur  oelle  iioraialic  une  asyinpLolique  iioriuale  aux  généra- 
trices.  Si  la  coiiibe  (M)  est  également  une  tiajectoire  des  géné- 
ratrices  de  H  sons  ini  angle  constant,  le  plan  langeiít  au  point  M 
de  la  iiorinalie  (N)  ,el  le  plaii  a  corrcspondanl  (li)  font  entíe 
eux  un  aiif^le  constant.  La  coiirbe  de  eonlacl  de  la  dévelop- 
pable  (a)  (li)  el  de  la  noririalie  (i\)  est  donc  conjuguée  aux  tra- 
jectoires  orthogonales  des  génératriees  de  (N)  (11);  par  consé- 
quent  la  ligne  (!V1)  est  la  ligue  de  striclion  de  Ia  suifaee  S  (H). 

On  déuionire  de  niènie  les  deux  autres  propiMélés. 

19.  Au  poiut  central  O  d'une  surfacc  gauclie  S  on  mêne  la 
tangente  /  a  la  ligue  de  slriction,  sa  conjuguée  .«,  les  tangentes  r 
et  s\  norma  les  respectiveuient  à  la  génératrice  (j  et  à  la  tan- 
gente s.  On  designe  par  p\,  p^  les  tangentes  principales  au 
point  O;  par  Ci,  Câ  les  centres  de  courbure  principaux  corres- 
pondants-,  par  Pi  lintersection  de  la  norniale  w  =  OCi  avec  la 
droite  caractéristique  du  plan  a  noi-mal  en  O  à  la  généra- 
trice cj  (10).  Les  piaus  «í,  np^.  nr  sont  tangents  \\  la  normalie  (N) 
dont  la  directrice  est  la  ligue  de  striction,  resj)ectiveuient  aux 
points  O,  (]|,  1*1  •,  le  piau  nsi  est  le  plan  asyuiptote.  On  a  donc 
Tégalilé 

(O  00  CiPj)  =  {ts{pi)-) 

en    développant    et    en    tenant    couipte    de    la    relation    OPi  = 

/jcotg(///)  (II)  on  obtient  en  (jvandeur  et  en.  úgne  cette  valeur  du 
rayon  de  courbure  prÍ7icipal  OCi  au  poinl  central  O  de  la  sur- 
face  H : 

p  étant  le  paramètre  de  dislribution  de  la  génératrice  g. 
On  peut  écrire  cette  formule  sous  la  forme  suivante 

(13)  OC,  =  l^-íp)-. 


,  (1)  O,  Bonnet,  Mémoire  sur  la  fhéorie  générale  des  surfaces.  «Journal  de 
rÉcole  polytechnique».  xxxiiérao  Cahier,  p.  70.  1848. 

G.  Darboux,  Leçoiís  sur  la  théorie  générale  des  surfaces,  troisième  par- 
tie,  p.  311, 


iil 

Cai"  on  a 
Oii  a  aussi 
ou 

õpT  ['  -^  »&  C/^i)  •  'ií  (m)]  =  õ^  +  õJ^  ^s  ('pO  '  ig  (gpi)- 

En  reniplaçant  OPi,  OC2  par  Ics  valeurs 

OPi  =  p  cotg  (tg),      OC2  =  -  OCi  Ig*  ifjpi) 
on  obtient  cette  autre  valeur  de  OCi : 
W  OCi==-pcolg{gpi). 

20,  Etant  donnte  iene  courbe  [K)' íracée  mr  une  sutface  6,  dé- 
leiminer  íes  mi  faces  rêgUes  I  lan^enles  a  b  suivinit  cede  courbe, 
dont  elle  est  la  ligue  de  sliiclion  {^). 

Les  nonnales  «,,  «a,  W3,  ...  à  la  suiface  Q  aux  points  Oi, 
Oá,  O3  ...  de  la  courbe  (K)  engendrem  une  suríace  (N);  une 
courbe  (lU)  de  la  surface  (N)  conjuguée  aux  trajectoircs  ortho- 
gonales  des  généraírices  wj,  w^,  ??o,  ...  conpe  ccs  génératrices 
respectivemenl  aux  puiuLs  Mi,  M.,  M3,  ...  Les  droiles  ry,,  ^2, 
.73,  ...  issues  des  poinls  Oi,  O2,  O3,  ...  el  parallèles  respecd- 
vement  aux  nonnales  mi,  W2,  W3,  ...  à  la  surface  (N)  aux  points 
^^í,  M2,  Ma,  ...  de  la  courbe  (M)  engendrem  une  surface  ré- 
glée  S  langeme  ;.  la  surface  O  le  íong  de  la  courbe  (K)  et  dont 
celte  courbe  est  la  ligue  de  slriclioji.  Car  le  plan  oi  luené  par 
le  pouit  0|  j)erpendiculairenient  h  la  généralrice  r/i  est  tangent 
a  la  surlace  (N)  au  poim  Mj  de  la  courbe  (M)  et  d''après  la  pro- 
pnélé  (14)  la  courbe  (K)  est  la  ligne  de  striction  de  la  sur- 
face E. 

La  propriélé  (14)  monlrc  d'ailleurs  que  toule  surface  S  salis- 
faisam  aux  condiíions  du  jiroblènie  est  susceptible  du  mode  de 
généralion  indique. 

21.  Si  S,  E'  sonl  deux  surfares  rcglées  salisfaisanl  :i  ccs  con- 
diíions, les  génératrices  r/,,  y,  de  ces  surfaces  issues  d'un  nième 


í')  ia.  narl)nnx,  T.eçons  sur  la  théorie  gmiirale  cies  surfaces,  quatrième 
partie,  p.  'àh). 
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point  Oi  de  la  courbc  (K)  lont  entre  elles  un  angle  constanL  (*)•, 
car  les  courbes  (M)  et  (M')  de  la  surface  (N)  qui  servent  a  la 
génération  de  S  et  II'  rencontient  une  niéme  généralrice  wi 
de  N  en  deux  ponits  Mi,  M'i  teis  que  les  plans  tangents  à  la 
surface  (N)  en  ces  points  font  entre  eux  un  angie  constant  (12). 
On  déduit  de  là  la  propriété  suivante  : 

Si  les  normales  a  une  surface  gaúche  ^  le  long  de  la  ligne  de 
slriclion  sont  les  normales  principales  d'une  courbe  (Q)  la  binor- 
male  en  un  poinl  Q  de  la  courbe  (Q)  fait  un  angle  constant  avec  la 
généralrice  correspondante  g  de  la  surface  S. 

22.  Soit  (G)  une  géodésique  quelconque  de  la  dévelop- 
pable  (cl)  circonscrite  à  la  surface  Q  le  long  de  la  courbe  (K)  (20). 
Une  génératrice  mobile  d  de  la  développable  rencontre  les 
courbes  (K)  et  (G)  aux  points  O  et  G,  la  perpendiculaire  g 
abaissée  du  point  O  sur  la  tangente  v  au  point  G  de  la  ligne  géo- 
désique (G),  engendre  une  sur  lace  réglée  S  dont  la  courbe  (K)  esl 
la  ligne  de  striction  et  tangente  a  la  surface  6  le  lo?ig  de  (K)  [^). 

Car  le  plan  mené  par  le  point  d'intersection  des  droites  v,  g, 
normal  à  la  droite  g  est  le  plan  osculateur  au  point  G  à  la 
courbe  (G);  sa  caractéristique  est  donc  la  tangente  v  et  par 
suite  (14)  le  plan  vg  est  le  plan  central  relatif  li  la  génératrice  g 
de  la  surface  •,  il  contient  la  tangente  au  point  O  à  la  courbe  (K) 
et  ce  point  O  est  son  point  de  contact  avec  la  surface  S. 

Si  (P)  est  une  Irajectoire  orthogonale  des  génératrices  g  d'une 
surface  S  ayant  la  courbe  (K)  pour  ligne  de  striction  et  tan- 
gente à  la  surface  6  le  long  de  (K),  les  plans  a  menés  normale- 
ment  aux  génératrices  g  par  les  points  P  correspondants  de  la 
courbe  (P),  enveloppent  une  développable  (a)  dont  les  généra- 
trices sont  les  perpendiculaires  v  élevées  aux  poinis  P  sur  les 
génératrices  g  clans  les  plans  centraux  correspondants.  L'arète 
de  rebroussement  (G)  de  cette  développable  (a)  est  donc  une 
géodésique  de  la  développable  (d)  et  le  mode  de  génération 
indique  s'applique  à  la  surface  S. 


(1)  Gr.  Darboux,  Leçons  sur  la  théorie  générate  des  surfaces,  quatriéme 
partie,  p.  343. 

(-)  G.  Darboux,  idem,  p.  34õ. 
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§  IV 
Sur  les  courbes  de  Bertrand 

23.  Soicnl  M  iin  poinl  de  Ia  trajectoire  orlhoí^onale  (M)  des 
génératrices  d'une  surface  ré^lOe  S-,  (o,  to'  le  plan  central  et  le 
plan  asyniptole  de  la  généiatrice  ^  passanl  par  te  point;  Mi  un 
point  quelconque  de  </;  |x,  |jli  les  plans  taiigents  li  H  aux  points 
M,  Mi;  a  le  plan  normal  en  M  a  la  courbe  (Mj;  son  point  de 
contact  S  avec  S  est  le  centre  de  courbure  g;éodésique  au 
point  M  de  la  courbe  (M)  sur  la  surface  II  (*).  On  a  Tcgalité 

(MMiS3o)  =  (niJ.iaoy') 
on  en  développant 

QOs(mu)    _   f      1  1     \    COs((D|ll) 


MMi  VMMi        MS/    cos(co[j.)  ' 

Des  relations  (7)  et  (ÍG)  on  déduit  la  propriété : 

Si  S  est  le  centre  de  courbure  géoc/ésiqiie  au  point  M  de  la  tra- 
jectoire orlhofjonale  (M)  des  génératrices  d  une  surface  réglée  S, 
T  le  rayon  de  torsion  de  V asymptotique  curviligne  passant  par  M; 
M|  un  point  quelconque  de  la  génératrice  g  issue  de  M;  [jl  et  \\.{  les 
plans  langents  a  la  sjirface  ^  aux  points  M,  IMi,  on  a  en  í^ran- 
deur  et  en  si^ne 

sin('|j.iJ.i)  ^  sin  ([x[i.t)        cos  (ixjxi) 
^     '  MS       ""      MMi      ^'         X 

Le  point  Mi  étant  í[uelconque  siir  la  génératrice  g,  on  peut  le 
supposer  à  Tinfini;  alors  jj.|  =  co'  et  Tégalité  (17)  devient: 

(18)  x  =  -MStg([uo). 

Deux  trajectoires  ortbogonales  (Ml,  (Mi)  des  génératrices  de  la 
surface  S  rencontrent  une  génératrice  </,  aux  points  M,  Mi; 
soient  [j.,  Hl  les  plans  langenls  en  ces  points;  S,  Si  les  centres 
de  courbure  géodésique  aux  points  M,  Mi  des  courbes  (M), 
(Ml);    les  plans  a,  ai   tangents  en  S  et  Si   h  la  surface  S,  sont 


(')  G.  Darboux,  Le.çons  sur  la  tlicorie  générale  des  surfaces,  deuslôme 
partie,  p.  355. 

Les  nquations  du  systrinc  (17)  doiinc'  par  M.  Darboux,  loc.  cit.,  première 
partie,  p.  13,  sont  des  cas  particuliers  des  formules  (Ití)  et  (7). 
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les  plans   noriuaux   aux  couibes  (M),  (IM()  respcttivfiuenl  en  M 
el  Ml.  On  a 

(MSMiSi)  =  (|xa|xiOi) 

en  dévcloppant  cetle  égalité  on  oblient 
1  1    \     /    1  1 


tg^(|X|Xl) 


MS       MSi/     \MS       MMi 
ou 

1     ^     cos-(ixni)  .sin^(|X|xi) 

MS       MMi  +  MiSi  ~^      MMi 

relation  qui  lie  les  rqyons  de  courbure  géodêsique  MS,  MiSi  aux 
points  coneapondanls  M,  Mi  des  tiajectoires  orlhogonales  i^l) 
et  (Ml)  des  gênéralrices  d'une  surjace  réglée  S. 

24.  Si  les  génératiices  g  de  la  surface  S  sont  les  iiormales 
principales  de  la  courbe  (M),  le  poinl  S  est  le  centre  de  cour- 
bure C  au  point  M  de  (M).  L'ég-aliié  (18)  est  alors  la  relation 
bien  connue 

(19)  -  =  — MCtg-(jj.oj). 

Quand  les  nornialcs  principales  de  la  courbe  (M)  sont  aussi  les 
normales  principales  dune  couibe  (Mi)  on  peut  cboisir  le  point 
arbitraire  Mi  (23)  sur  la  courbe  (Mi);  le  segnient  MMi  est  aloi-s 
constant  lorscpie  le  point  M  décrit  la  courbe  (^M);  Tangle  (jJ-iii) 
est  aussi  constant  (Coroll.   12).  Par  suite  (^) 

Si  les  normales  principales  d^une  courbe  M  sont  aussi  les  nor- 
males p>incipales  d'une  courbe  (M|),  il  existe  entre  la  courbure  et 
la  lorsion  en  tout  point  M  de  la  courbe  (M)  la  relation  linéaire 

(^0\  úni^\iAl  _  sin  (|i.[xi)        cos  (!X[j.i) 

^     '  MC  MMi      "^         T 


(')  J.  Bertraud,  Mémoire  sur  les  courbes  à  clouhle  coi/rbure,  «Journal  de 
Mathématiques»,  t.  x\-,  pp.  332-350. 

( 'Urtis,  /Sur  la  surface  lieu  des  normales  principales  d'une  courhc  à  double 
courbure.  «Journal  de  Mathématiques»,  '2c  série,  t.  i,  1856,  pp.  223-229. 

INIannlieim,  Sur  les  courbes  qui  ont  les  mcmes  normales  jJrincipales.  «Com- 
ptes-Rendus  de  TAcadémie  djes  Sciences  de  Paris»,  t.  lxxxv,  1877,  p.  212. 

G.  Darboux,  Lecons  sur  la  théorie  (jénérale  cies  surfaccs,  pvemiòre  partie, 
p.  14. 


\àb 


25.  Si  la  lii,MU'  (!«'  siriítioti  <l'unc  smlace  ivgléc  S  donl  Ic 
p;iiamòlrc  de  dislrihulion  j)  dcs  ^énéi-atriccs  r/  esl  conslanl, 
C()ii|)('  CCS  ornrialriccs  sous  iin  aiif^lc  (/(/)  c^alciiicrU  couslanl, 
le  [íroduil  p  .cot'^  i^lfj)  (Ih)  ne  vaiie  pas  avec  la  ^(Miéralricc  r/  cl 
los  nonnaies  ;i  la  siiiratc  U  )e  lon^  de  la  li^ne  de  strictioi»  sorit 
les  nonnaies  piincipales  d'une  courbe  (l*i)  (lOj.  Les  droilcs 
soai  aussi  les  norniales  principales  de  la  ligne  de  slriciion  (II). 
Celte  dernière  esL  donc  uue  courbe  de  lierrrand  el  on  oblienl 
la  relalion  qui  lie  la  courbure  et  la  torsion  en  íaisanL  dans  Téga- 
lité  (20) 

MMi  =  OP,  =p  cotg  (Jg)     (mn)  =  |-  +  (ig). 

On  a  ainsi  la  pro|)riélé  (^j: 

Ln  lipie  de  striclion  d'une  surface  réglée  S  donl  le  paramkre  de 
distribiUion  p  est  constanl,  est  une  courbe  de  Berlrand,  si  elle 
coupe  les  gcnêintrices  g  sous  un  an^le  conslant  (tj^).  Entre  la  cour- 
bure el  la  torsion  on  a  la  relalion  íinéaii  e 

cos  [ig)       sin  [tg)  ^  sin  (iry) 
^^  ^  MC      "^        T  p 

t  est  la  tangente  à  la  ligiie  de  striction  au  poínt  central  W  de  la 
génératrice  g. 

26.  liécipi-Dcpicnicnt,  si  deux  courbes  gaúches  (O),  (Pj)  ouL 
les  mèuies  noriualcs  priíícipales,  la  courbe  (O)  esl  la  ligne  de 
striction  de  la  suríace  réglée  S  engendréc  par  les  parallèles  g 
menées  aux  binormales  de  la  courbe  (Pi)  par  les  points  corres- 
pondanls  de  la  courbe  (O)  et  le  produit  7>colg(/^)  est  cons- 
tant  (11).  xMais  Tangle  (^7)  est  le  couipléuient  de  1  aiigle  cons- 
tant  des  plans  osculaLcurs  aux  points  correspondanls  des  courbes 
(O)  et  (Pi)  (GoroU.  12) ;  le  parauiòtreyw  est  donc  aussi  constant. 
Par  conséquent ; 

Si  deux  courbes  (O)  et  (Pi)  ont  les  nièines  normales  principales 
la  courbe  (O)  est  la  ligne  de  striction  de  la  surface  réglée  1!  engen- 
drée  par  les  droites  g  menées  par  les  points  de  la  courbe  {O)  paral- 
lilement  aux  binormales  cor respond antes  de  la  courbe  (Pi).    Le  pa- 


0)  E.  Laguerre,  Sur  une  propriété  de  Vhyperboloule  de  révolittinn.  «Bul- 
letin  des  sciences  mathématiqucs  et  astronomiqucs»,  t.  n,  1871,  p.  279. 
Oenvres^  t.  ii,  p.  1G4. 

G.  Darl)oux,  Ijcçons  siir  la  théorie  géiicralc  des  svrfaces,  tinisiòmc  par- 
tie,  p.  313. 

VoL.  xiu  —  N."  .'i  2 

% 
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ravittre  de  distribution  (/es  génératrices  de  la  surface  2  est  conslant 
el  la  li^ne  de  xttiction  (O)  coupe  ces  génératrices  soics  un  angle 
conslant  (*). 

27.  Toute  courbe  gaúche  (M)  dont  la  courlmre  et  la  torsion 
ont  un  rapport  constant  est  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  quel- 
conque  (J). 

Car  daiis  celte  hypothèse  Tégalilé  (IO)  monlrc  que  l'angle 
dièdre  {\u\í)  est  constant,  La  ligne  de  striction  de  la  surface  S 
des  normales  principales  de  (M)  est  alors  conjug^uée  aux  trajec- 
toires  orthogonales  des  génératrices  de  E  (12)-,  cette  surface  S 
a  donc  un  plan  directeur.  Par  suite  Ia  droite  rectifiante  au 
point  M  de  la  courbe  (l\I),  norniale  à  ce  plan  directeur  décrit  un 
cylindre  dont  (M)  est  une  ligne  géodésique. 

Sur  les  complexes 

29.  Soient  M,  N  deiix  point s  d'un  rayon  t  d'un  complexe  li- 
néaire  dont  les  plans  focaux  ji,  v  sont  rectangtdaires ;  a  le  plan 
diametral  passant  par  ce  rayon ;  a  fí  p  Vaxe  principal  et  le  para- 
tnètre  du  complexe  (6) ;  A  la  projection  orthogonale  du  point  M 
sur  laxe  a.  Si  Von  associe  a  la  droite  MN  un  sens  arbitrairement 
choisi,  on  a  en  grandeur  el  en  signe  (l) 

,  ÃÃÍ"^         MN 

(23)  />  +  — 


En  effet  quand  le  point  M  décrit  le  rayon  l,  la  droite  /«  =  MA 
engendre  un  paraboloide  équilatère  (P);  on  designe  par  «, 
pi  le  plan  central  (am)  et  le  paramètre  de  distribution  de  la  gé- 
néralrice  m  de  ce  paraboloíde ;  on  a  (2,  6): 

/>!-=  —  AM  :  tg  ((o|x),     /j  =  AM .  tg  (|i(u) 


(1)  Ch.  Bioche,  Sur  certaines  surfaces  réglées,  «Comptes-Rendus  des 
Séances  de  rAcadémie  des  Sciences  de  Paris»,  t.  cvi,  1888,  p.  829. 

(2)  J.  Bertrand,  Sur  la  courbe  dont  les  deux  courbures  sont  constantes. 
«J.  de  MathématiquesM,  t.  xiii,  p.  423. 

Puiseux,  Sur  la  ligue  dont  les  deux  courbures  ont  un  raj^port  constant. 
«J.  de  Míithématiquos»,  t.  xvi,  pp.  208-211. 

E.  Cesaro,  Note  de  Géomátrie.  «Mathesis",  1883,  p.  99. 

G.  Darboux,  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces,  première  partie, 
p.  11. 
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cVou 

(24;  ;>/;i=AM-- 

La  nonnale  n  ineiiéc  aii  plan  »*.  par  le  poiíit  M  est  une  i^énéra- 
trice  cdmimine  aux  parabolf/ídes  des  noniiales  le  long  cies  g-é- 
nératrioes  m  et  t  de  (P).  Les  paramètres  de  disliibntion  y, 
(/  de  la  génératrice  n  sur  ces  nornialies  sont  égaux  et  de  signes 
contraíres  (8)  et  on  a  (4) 

Pi  (         ÀM-\        ,  ÃM- 

COs2(o)Ii.)  V  IH    /  ^  Pi 

en  Tei-tu  de  Tégalité  (24)  m\  a 

,  ÃM- 

q'=p^ — . 

p 

Le  plan  local  [j.'  d'un  point  (juelconque  M  du  rayon  t  cst  lan- 
gent  en  ce  point  au  paraboloide  (P);  si  ce  point  se  rapproche 
iiidéfinimenl  du  point  M  on  a  (4) 

(2 o)  hm  -,—  _—  =  r/  =  /;  -^ . 

£in  (jX|r)  '  p 

Mais 


(MN  Qc  M')  -  dxva.j.')     ou 


par  suite 

f2G) 


MM' 


MN       MM' 

t{?(l^^) 

1 

MN 

MN            MN 

^%W) 

Des  égalilès  (25)  et  (2G)  oii  tire 

ÃM-         MN      (1) 


/>  + 


P         tg(<^l^) 

;  sur  une  droite 
)njuguée  on  a 

AM"  _     MN       sin  (g^a) 
P     ~  tg{3n)'  am(ga)' 


(')  Si  les  points  M  et  N  sont  sur  une  droite  g  n'appartenaut  pas  au  com- 
plexe en  di''8ignant  par^j  sa  conjuguée  on  a 


«Mémoires  in-S"  de  TAcadémie  royale  de  Belgique»,  t.  lviii,  1898, 
p.  41,  du  inémoire  Sur  la  courhurc  cl  la  torsion  daiis  la  collinéation  cl  la  ré- 
ciprocilé. 
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30.  Les  noiínales  principalcs  d'ime  courbe  cp,  Hont  les  lan- 
gcutes  aijparlitMiru!iil  à  im  complexe!  linéaire,  soiU  dcs  layons 
de  ee  complexe;  clles  eiii^endreiíl  une  suirace  léglée  S/.  Soient  C 
et  jx'  le  eenire  de  courbuie  el  le  plai\  nojiual  en  iin  point  M  de 
la  courbe  <p, ;  M  le  loyer  du  piau  |jl' ;  \i  et  "f  les  plans  ("ocaux  des 
poiíits  M  el  C;  a  le  plan  diauiélral  passant  par  la  noimale  prin- 
cipale  Md^nY  de  la  courbe  cp;.  On  a 

MM'        to-Aja") 
(21)  (MM'ooC)  =  (|i|i.'aY)     ou      1  - -i*- = -5_^. 

Si  t  designe  le  rayon  de  lorsion  de  la  courbe  cp;  au  point  M  on 

a  (lU,  29)  '  

,  "ÃM'^        MM' 
P         ^S  (cí|x) 

et  Tégalité  (27)  peut  s'écrire : 

(9H\  MM-  ^  MM'      1 

^     ^  MG  "^  tg  (|xy)   t  * 

Si  [ii   est  le  plan  tangent   au  point  M'   à   la   surface  Si  la  for- 
mule (17)  donne 

(29)  «^            M»,^_,_ 

^     ^  MC           '    tg(|j.ij.i)  T 

Des  égalités  (28),  (29)  on  déduit  [xiss^,  par  conséquent; 

La  normale  principale  n  aií  point  mobile  (M)  cVune  courbe  (p; 
donl  les  tangentes  appar liennent  a  un  complexe  linéaire  engendre 
une  surface  reíjlée  S^ ;  le  plan  focal  y  du  centre  de  courbure  C  de 
la  courbe  cp/  au  point  M,  est  tangent  à  celte  surface  S;  en  un 
point  M'  de  la  normale  n.  Le  plan  focal  du  point  M'  est  le  plan 
normal  à  la  courbe  cpj  au  point  M. 

31.  On  designe  par  X  le  plan  tangent  à  la  surface  Sj  en 
un  point  quelconque  L  de  la  normale  principale  MC  de  la 
courbe  cp,  (30)*,  par  \J  le  foyer  du  plan  X;  le  plan  normal  |i' 
est  tangent  au  point  C  à  la  surface  S,  et  on  a  les  projectivités 

(MM'LC)  7\  {\i'{\\i.')  7\  (MCL'M') 

par  suite  les  couples  MM,  MC,  LL'  sont  en  involution.    Ainsi: 
Deux  points  L,  L'  conjugues  dans  r involution  (MM,  M'C)  sont 
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teh  (/ue  i'u7i  ei^t  le  poinl.  de  contact  de  la  surface  S,  r/vec  le  plan 
focal  de  1'aulre. 

Eii  jiarliculicr  le  poiíit  central  S  de  i involulion  (MM,  M'(>)  es^t 
le  foijer  du  plan  a^ijmptote  de  la  surface  11,  relatif  a  la  gtnéra- 
trice   MC.    Ou   a    Tégaliié 

MS       MM'  ^  MC 

par  suite: 

Pour  loufex  fo  courhcs  '^,  tangentes  au  point  M  et  dont  les  ta7i- 
gentes  appartiennent  au  mime  complexe  lintaire  rexpression 

1  1 

M^~MC 

ext  constante. 

Les  surfaces  S,,  2l'j  dcs  normales  priíuMpales  de  deux  de  ces 
courbes  '-^,  el  tp',  onl  une  gétiératiiee  coniiuune  MC  et  sout  tan- 
gentes au  point  M.  Si  les  surfaces  ont  un  second  point  de  con- 
tact L  sur  la  génératrice  MC,  le  plan  tanjjent  coniniun  est  le 
plan  focal  d'un  point  L'  de  MC  et  les  surfaces  H,,  ^' ,  sonl  tan- 
gentes en  ce  point  L'  au  jilan  focal  de  L;  elles  sont  alors  de 
de  raccordenient  le  lojig  de  I\1C  et  Tinvolution  (MM,  M'C,  \AJ) 
est  la  mènie  pour  les  deux  surfaces;  les  courbes  (O;,  '^j  ont  donc 
alors  mènie  centre  de  courbure  C.  Par  conséqucnt: 

Si  les  courbes  cp,-,  cp'(  ont  mêine  ceiíti  e  de  courbure  C  au  point  M, 
les  surfaces  S;,  ^',  des  normales  principales  sont  de  raccordenient  le 
long  de  la  génératrice  commune  MC  et  rtciproquement.  Dans  le  cas 
contraire  le  point  M  est  le  seul  point  de  contact  des  surfaces 
Si,  S'i  sur  la  génératrice  MC. 

32-  Complexe  A  d'ordre  quelconque .  Les  courbes  '.p,-  tangentes 
en  un  point  M  à  un  rayon  t  du  complexe  A  et  dont  les  tangentes 
apparlienncnt  \\  ce  complexe  ont  au  point  M,  mcme  plan  oscula- 
teur  |x,  mème  norniale  ])rincipale  /?,  et  mènie  plan  normal  \i' . 
On  mène  par  la  normale  n  un  |)lan  jj.|  arbitraiie  mais  fixe;  il 
est  tangent  \\  lu  surface  S;  des  normales  principales  d'une 
courbe  cp,  en  un  point  Mi,  en  general  variable  avec  la  courbe  Çj. 
(>e  point  Mt  est  le  foyer  du  plan  |j.'  par  rapport  à  Tun  des  com- 
plexes linéaires  (angents  relalifs  au  rayon  t  du  complexe  A.  Ce 
complexe  linéaire  tangent  ainsi  determine  par  les  élémenls  cor- 
respondants  M|  et  |x'  est  designe  par  F.  Cela  étant:  Si  C  et  t 
dcsignent  le  centre  de  courbure  et  le  rayon  de  torsion  au  point  M 
de  la  courbe  cpi  considérée,  •(•  le  plan  focal  du  point  C  dans  le  com- 


1  hO 
plexe  Untai re  langenl  V ,  la  (juanlilé 

X 


ig  (l^T) 

est  indépendante  de  la  courbe  <p,  choisie. 

En  eíTet  par  la  normale  n  passe  un  plan  diametral  a  du  com- 
plexe 1'  et  on  a 

(H|j.'aY)  =  (MM|  oo  C) 
ou  en  développant 

(30)  |_Ml='«M. 

^     ^  MC        tg(ix7) 

Mais  d'après  la  fornmlG  (17)  on  a 

^^'^  MC-^+IÍ(SIÕ7- 

Des  égalkés  (31),  (30),  (23)  on  déduit 

X  MMi  1  ''"^ 


AM^ 


ÃM^ 
L'expression  xo=p  + d'après  1'égalité  (25)  est  la  même  pour 

tous   les   complexes    linéairés   tangents  relalifs  au  rayons  t  du 
complexe  A;  par  suite 

tg(f^T) 

Si  Ml  est  le  centre  de  coarbure  de  la  courbe  du  complexe  A 
située  dans  le  plan  ^  osculateur  en  M  à  Ia  courbe  cpj  on  a 

MMi    ,    TO  _ 
MC   "^  T 

En  remplaçant   dans   celte   égalité   due   à  M.   A.   Demoulin  (*), 


(1)  A.  Demoulin,  Sur  les  cotirbes  dont  le,s  tangentes  appartiennent  à  un 
complexe.  «Comptea-Rendus  des  séances  de  rÃcadémic  dee  Sciences». 
Paris,  17  Mai  1897. 
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To  par  sa  valcur  M.Mi  :  tg(3p.)  on  oblienl 

m)  ^^tM.  ^  MM.      1 

^  ^^  MC  "^  ig(piaj  x' 

Les  égalités  (31),  (32)  inonlrent  que  o  =  p.i.  Par  conséquent: 
Les  surfaces  Sj  cies  normales  piincipales  des  cotirbes  '^,  soni  tan- 
gentes en  un  point  M|  de  la  généralrice  commune  n,  ciistinct  du 
poinl  M.  Ce  point  de  contact  Mi  est  le  centre  de  courbure  au  point  M 
de  la  courbe  du  complexe  /^  situe  dans  le  plan  [a  osculaleur  aux 
courbes  cPj.  Ce  centre  de  courbure  Mi  est  le  foyer  du  plan  [7/  normal 
aux  courbes  '^i,  par  rapport  a  l'un  des  complexes  liniaires  tangents 
relatifs  au  raijon  t;  le  plan  tan^ent  commun  en  M|  aux  surfaces  2j 
est  un  plan  diametral  de  ce  complexe. 


VIDA  DUM  CRISTALÓGRAFO  PORTUGUÊS 

PELO 

Dr.  A.  Pereira-Fokjaz 


Vicente  Carlos  de  Sousa  Brandão  nasceu  em  Lisboa  no  dia 
19  de  Agoslo  de  1863.  Concluiu  com  distinção  o  cui'so  dos 
liceus  aos  14  anos  de  idade,  e,  não  jiodcndo  matricular-se  numa 
escola  sujjerior  do  seu  país,  em  consequência  da  sua  pouca 
idade,  foi  frequentar,  pelos  fins  do  ano  de  187 7,  na  Suíça  alemã, 
em  Saint-Gall,  a  escola  cantonal  desta  cidade. 

Era  então  um  rapaz  baixo,  vivo,  de  olhar  inteligente  e  pene- 
trante, que  aproveitava  magnificamente  o  seu  tempo  estudando 
a  fundo  a  língua  alemã  e  alargando  os  seus  conhecimentos  scien- 
tíficos  elementares. 

De  Saint-Gall  regressou  a  Portugal  no  fim  do  ano  de  1878, 
depois  de  curta  demora  em  Paris,  onde  visitou  a  exposição 
universal  que  então  se  efectuava  na  capital  francesa.  Uma  vez 
em  Portugal,  apressou-se  a  ir  abrir  matrícula  na  Universidade 
de  Coimbra,  tomando  o  grau  de  bacharel  em  Matemática. 

Os  (juatro  anos  de  estudo  perseverante  passados  em  Coim- 
bra, permitiram  a  Sousa  Brandão  abordar  assuntos  de  altíssimo 
interesse,  que  depois  lhe  prestaram  vantagens  relevantes  nas 
questões  scientíficas  de  que  veio,  mais  tarde,  a  ocupar-se. 

Partiu,  novamente,  ])ara  o  estrangeiro. 

Primeiro  em  Paris,  depois  na  Alemanha,  na  Real  Academia 
Saxónica  de  Frciberg.  Sousa-Biandão  revelou  claramente  os 
apreciáveis  dotes  do  seu  robusto  talento;  nuiitas  vezes  ouvimos 
da  sua  própria  boca  o  fiel  relato  das  suas  naturais  hesitações  em 
Paris,  das  peripécias  que  o  levaram,  por  um  feliz  acaso,  até  h 
Academia  de  Freiberg. 

Comprazia  se  o  ilustre  cristalógrafo  em  narrar  os  vários  inci- 
dentes que  lhe  grangearam  a  estima  dos  mestres  notáveis  que 
ponlificaraui  cm  Freiberg  e  desvanecia  se  ao  recordar  as  cartas 
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cm  que  Albino  Wt-isbaili  (leiíoniiiiava  ngubinete  de  Sousa-Bian- 
f/ítO))  i\  sala  em  que  èle  havia  efectuado  os  seus  primeiros  tra- 
balhos de  iniueraloj^ia. 

Eugenliciro  de  minas,  Sousa-Iírandão  regressou  a  Portugal; 
durante  a  viagem  a  direcção  da  iVlina  da  Coronada,  em  Espanlia, 
convidou-o  a  superintender  a  expk)ração  da  calcopirite  •,  acei- 
tou. 

Dois  anos  depois,  cansado  da  vida  enfadonha  e  solitária  a 
que  era  forçado  pelos  seus  serviços,  sentindo  talvez  a  nostalgia 
(ia  pátria,  deliberou  pedir  a  sua  exoneração. 

Ia  abrir-se,  na  Escola  Politécnica  de  Lisboa,  concurso  para 
o  lugar  de  lejile  de  mineralogia  e  geoh^gia;  Sousa-Brandão  re- 
solveu preparar-se  para  esse  concurso. 

Por  esta  época  leve  lugar  um  acontecimento  que  devia  exercer 
a  mais  benéfica  influência  em  toda  a  vida,  amargurada  pt)r  per- 
tinaz doença,  do  distinto  mineialogista :  foi  o  seu  casamento 
com  a  ilustre  Senh<ira  Dona  Luísa  Margarida  de  Serpa  Pimen- 
tel, filha  mais  nova  do  gi"ande  estadista  português,  Conselheiro 
António  de  Serpa  I"*imenlcl. 

Mas  a  dcsgi-aca  espreitava-o :  uma  paraplegia  sobreveio,  ines- 
peradamente, quando  a  sua  tese  de  concurso  já  estava  impressa. 
Desistiu  do  prop(Siil()  de  entrar  no  professorado,  e,  sucedendo 
a  Alfredo  Rensaúde,  foi  admitido  em  1898  na  Comissão  do  Ser- 
viço Geológico  de  Portugal. 

Ali  se  conservou  durante  toda  a  sua  vida.  Quando  se  im- 
plantou o  regimen  republicano,  Sousa-Hrandão  pensou  em  ii'  re- 
sidir jiara  o  estrangeiro:  logo  da  Alemanha  lhe  veio  a  oferta  do 
lugar  ocuj)ado  na  Comissãíj  brasileira  de  Serviços  Cíeológict)s, 
por  um  mineralogista  alemão. 

A  doença  prostrava  o;  Sousa  Brandão  ficou. 

O  seu  espírito,  esse  a)nservou  até  ao  último  momento  a  lu- 
cidez mais  completa,  a  mais  perfeita  jovialidade  .  .  . 

Um  dia,  em  8  de  Setembro  de  19 IG,  estando  nós  no  Bom 
Jesus  de  Braga  e  êle  em  Oliveira  de  Azeméis,  na  sua  quinta  da 
Carregosa,  (]asa  do  Souto  de  ínsua,  o  correio  não  nos  trouxe 
a  sua  costumada  caria.  Trabalhávamos,  enlão,  juntos  e  extranhá- 
mos  esta  excepção  aos  hábitos  de  pontualidade  do  ilustre  scicn- 
tista:  Sousa-lirandão  morrera  de  uma  congestão,  subitamente, 
na  véspera. 


Ibi 


As  obras  de  Vicente  de  Souíía-Biandão  (*)  podem  classificar-se 
em  dois  grupos;  o  primeiro  compreende  os  seus  trabalhos  sobre 
cristalografia  e  sobre  cristalofísica ;  o  segundo  reíine  os  seus 
estudos  de  mineralogia  e  de  petrografia. 

Sousa-Brandão  tinha  particular  predilecção  pela  cristalografia 
matemática  e  foi,  portanto,  neste  ramo  que  mais  se  notabilizou: 
Principiaremos,    por   isso,    esta    rápida   resenha,    pela    cristalo- 


grafia. 


O  primeiro  trabalho  de  Sousa-Brandão  não  chegou  a  ser  dis- 
tribuído;  intitulava-se:  Dedução  i^eomêtrica  e  classificarão  fios 
grupos  crislalogiáficos,  caraclerisados  pelas  suas  propriedades  de 
simetria  (1893)  e  destinava-se,  como  dissemos,  a  lese  de  con- 
curso para  lente  substituto  da  cadeira  de  mineralogia  e  geologia 
na  Escola  Politécnica.  A  tiragem  foi  muito  resumida ;  limitou-se 
a  50  exemplares. 

Esta  obra  inicial  julgamos  ter  sido  inspirada  pela  leitura  de 
dois  artigos  de  Augusto  F.  Mõbius  publicados  no  Berichle  iiber 
die  Verhandlungen  der  Kõniglich  Sãchsischen  Gesellsckaft  der  Wis- 
senschaflen  zu  Leipzig,  math.-phys.  Klasse,  184  9,  t.  i,  p.  65: 
Ueber  das  Geselz  der  Symmetrie  der  Krystalle  und  die  Anwendung 
dieses  Gesetzes  auf  die  Einlheilung  der  Krijstalle  in  Systeme,  1851  ; 
t.  ni,  p.  19:  Ueber  symmelrischí  Figuren.  Estes  dois  artigos  e 
em  geral  as  obras  todas  de  Mõbius,  com  particular  referência 
ao  segundo  volume,  publicado  por  Klein;  uma  mem<')ria  de 
Bravais  publicada  no  Journal  de  Liouville  em  1849;  um  artigo 
de  P.  Curie  inserto  no  Bullelin  de  la  Socielé  Minéralogique  de 
France  de  1884;  o  curioso  trabalho  de  Gadolin  sobre  a  de- 
dução de  um  único  princípio  de  todos  os  sistemas  cristalográ- 
ficos  publicado  nas  Ada  Soe.  Fennicae,  Helsingforsiae,  t.  ix, 
1871  Ç^)\  uma  obra  de  Minnigerode  que  apareceu  no  Neues 
Jahrbuch  fiir  Min.  de  1887;  os  dois  belos  tratados  de  Liebisch 
e  a  tese  sensacional  de  Schoenfliess  (1891),  forneceram  os  ele- 
mentos de  que  se  serviu  Sousa-Brandão  para  organizar  uma 
importante  obra  de  compendiação  em  que  se  notam  bastantes 
pontos  de  vista  originais. 

Depois  de  ter  provado  os  modos  elementares  de  simetria, 
abandona  o  método  geométrico,  cm  que  acompanhara  Mobius, 


(1)  V.  Brandão,  V.  de  Sousa-Brandão  ou  V.  de  Souza-Brandão,  com  ou 
sem  hífen. 

(^)  V.  OstwahVs  KlassMcer  der  Exakten  Wissenschaften,  n.°  75. 
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iníciaiulo,  no  [jroscyiiiineiiU)  das  suas  tlcclucòcs,  um  mcUjtlo 
diverso,  que  propo/  denominar  cinemático. 

Os  e.studos  de  Sousa-Brandão  em  189  i,  189õ,  1897  (v.  Bi- 
bliografia) são  a  explanação  de  sugestões  originadas  pelo  tra- 
balho a  qwe  fi/emos  relerència. 

Em  1899  aparece  nas  Comunicações  do  Serviço  Geológico  de 
Portugal  a  primeira  memói-ia  do  ilustre  scientista  o  tomo  iv 
insere  já  três  artigos  de  S(Hisa-Brandão  (1899,  1900,  I90I) 
todos  resjjeitantes  ;i  n)ineralogia  ótica  e  versando  a  determi- 
nação dos  eixos  óticos  nas  secções  dos  minerais  das  rochas,  em 
placas  ténues 

Em  1901  um  interessante  artigo  pubhcado  no  Neuen  Jahrbuch 
fúr  Mineralogie,  Geologie  und  Palueontologie,  v.  ii,  p.  37,  atesla 
que  em  Sousa-Brandão  as  acentuadas  tendências  geométricas 
logravam  ainda  vencer  a  hostilidade  do  meio  em  que  fixara  re- 
sidência, indo  o  seu  espírito  procurar  leitores  que  o  compreen- 
dessem, em  terra  de  cxtranhos.  Deste  artigo  reputamos  parti- 
cularmente interessante  o  que  se  conténj  de  p.  58  a  p.  66; 
trata-se,  com  efeito,  nesta  parte  do  artigo,  duma  dedução  geo- 
métrica, racional  e  elementar,  dos  sistemas  cristalinos,  que  nos 
tem  tbi'nccid()  subsídios  para  a  orientação  de  alguns  cursos  de 
cristalografia  elementar  professados  no  ensino  secundáiio. 

Ao  mesmo  tempo  que  inciava  brilhantemente  uma  série  de 
mem(')rias  sobre  a  petrografia  portuguesa,  Sousa-Brandão  ia 
aperfeiçoando  os  instrumentos  do  seu  trabalho.  O  microscópio 
polarizatite  de  que  se  servia,  foi  modificado  por  éle  em  diferentes 
épocas,  como  o  atestam,  entre  outros,  dois  arti-gos  publicados 
nas  Comunicaçòes  em  190-í  e  em  1914.  Em  17  de  Dezembro  de 
1906,  devidamente  autorizado  pelo  Serviço  Geológico  de  Por- 
tugal, Sousa-Brandão  escreveu  a  C  Leiss,  director  técnico  da 
casa  Fuess,  de  Berlim,  expondo-lhe  o  plano  do  microscó|)io 
universal  que  imaginara;  todos  os  detalhes  ficaram  combinados 
em  Fevereiro  de  1907,  recebendo  o  autor  o  seu  instrumento, 
ainda  grosseiramente  construído,  em  Janeiro  de  1908.  Souza- 
-Brandão  efectuou  então  um  cuidadoso  exan)e  do  novo  modelo 
durante  um  ano,  ordenando  a  construção  definitiva  em  Maio 
de  1909,  Este  instrumento,  que  foi  objecto  de  uma  nota  des- 
critiva de  C.  Leiss  publicada  no  Z.eitsc/irifl  fiir  Kryxtallographie 
und  Mineralogie,  t,  49,  p.  193,  1911,  intitulada:  Neues  grosse^ 
Mi/cr  os/i  op,  Moilell  I  b,  nac/i  Souza- Brandão,  está  i-epresentado, 
em  conjunto,  na  figura  anexa,  na  e«cala  '/s.  Para  uma  descrição 
minuciosa  devem  ser  consultadas  as  memórias  originais  (v.  Bi- 
bliografia). 

>'um  ponto  técnico  discordou  Leiss  das  instruções  de  Sousa- 


06 


-Braiulão,    lecusando-sc   a   tornar   a   lenle  supeiior  do  conden- 
sador ordinário  livjemente  cenUíível ;  para  o  tlislinlo  construtor 


alemão  esta  lente  devia  constituir  sistema  rígido  com  um  disco, 
destinado   a  ser  colocado   no  anel  da  platina.    Este  disco  devia 
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servir  siiiiullâneauuMíU'  de  supoiíe  às  preparucõos.  Sousa- 
lirandão  que  desejava  poder  colocar  a  referida  lente  inesnio 
excêntiira,  quando  inclinasse  suHcienlenicnle  a  platina,  e  que 
não  conhecia,  àlèni  disso,  o  que  significava  abandonar  uma  idea 
niaduraiuente  rcdeclida,  encarreirou  o  h:'djil  artista  do  gabinete 
de  Física  da  Faculdade  de  Scièncias  de  Lisboa,  Sr.  Ferreira,  fie 
realizar  esse  detalhe  de  construção:  muitas  vezes  nie  exprimiu 
a  satisfação  que  lhe  causara  o  trabalho  do  adestrado  construtor 
português. 

Entre  outros  aperfeiçoamentos  técnicos,  cuja  análise  detalhada 
nos  levaria  muito  longe,  citemos  uma  nova  lorma  de  microgo- 
niómelro,  que  Sousa-Biandão  descreveu  na  revista  de  Groth  de 
1904.  É  certo  que  Wiilfing  tiatou  a  combinação  di<')ptrica  imagi- 
nada peio  cristal(')grafo  português,  pouco  encomiosamente,  num 
artigo  publicado  em  I9i:'),  em  que  versava  os  últimos  aperfeiçoa- 
mentos dos  instrumentos  mineralógicos,  l'ara  Wiilfing  as  lunetas, 
já  então  existentes,  de  muitos  goniómetros  'N\  ebsky-Fuess  e 
Goldschmidt  seriam  preferíveis  ao  sistema  dióptrico  de  Sousa- 
Brandão,  permitindo  obter  uma  imagem  da  mira,  mais  intensa. 
Sousa-Brandão  respondeu,  in^pugnando  um  lai  juízo,  por  uma 
forma  violenta,  consentânea  cou)  o  seu  carácter,  nas  Comunica- 
ções de  1914. 

Também  nos  dois  artigos:  Cefus.<i-7'o/al>efleÁ(ome(er  U7id-Axen- 
winkelapparat  in  Verbindung  mil  dem  BaOinelschen  Goiíiometer 
und  weilere  Verbesserungen  an  dem  lelzleren  e  Ueber  die  Becke- 
-JVnghCsche  Stieilfruge  Sousa-Hrandão  expende  interessantes 
considerações  de  ordem  técnica. 

Em  1915,  nas  Coimmicações,  o  abalisado  cristalógrafo  fez  co- 
nhecer um  novo  processo  para  a  determinação  dos  índices  de 
refracção  dos  líquidos. 

Trata-se,  segundo  julgamos,  duma  generalização  do  antigo 
processo  Chaulnes. 

Suponhamos  que  se  visa  um  ponto  duma  preparação  com  um 
micro.scópio ;  façamos  aderir  uma  gota  do  líquido  que  se  pre- 
tende estudar  ao  intervalo  que  separa  a  frontal,  da  preparação; 
visemos,  em  seguida,  o  mesmo  ponto  da  preparação  através  do 
líquido:  seja  h  o  deslocamento  que  é  necessário  imprimir  ao 
tubo  do  microscítpio.  O  índice  de  refracção  do  lííjuido,  dimi- 
nuído duma  unidade,  é  proporcional  a  h : 

n  —  1  =  c./i. 

A  constante  r,    para   uma   determinada  objectiva    e    uma    certa 
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ocular,  a  dislância  mútua  invariável,  obteni-se  com  um  líquido 
cujo  índice  de  relVacção  síja  conhecido. 

Este  método  é  muito  rápido,  servindo  eficazmente  nas  deter- 
minações petrográficas.  Foi  sugerido  ao  «eu  autor  durante  a 
aplicação  do  processo  Schroeder  van  dei  Kolk,  qme  exige  o  co- 
nlicciíiicnto  do  índice  de  refracção  dum  líquido,  preparado  de 
molde  a  possuii-  o  niesnio  jxxler  relringenle  que  um  IVagmento 
de  mineral,  sujeito  ao  estudo. 

Wright  e  Howe,  do  Geopliysical  Laboratory  do  Instituto  (^ar- 
ncgie  de  Washington,  aconselham,  naa  plicação  do  processo 
«Sousa-BrandãoB,  o  emprego  de  pequenas  partículas,  obtidas 
raspando  um  pouco  de  negro  de  fumo,  sobre  lâminas  de  vidro, 
lomo  objectos  a  visar;  esta  escolha  dos  petrógrafos  americanos 
baseia-se  na  opacidade  destas  partículas,  o  que  as  torna  j^refe- 
ríveis  à  poeira  destacada  das  azas  dos  lepidopteros. 

Segundo  Wright  a  aproximação  do  processo  não  ultrapassa 
1  unidade  da  2.'^  casa  decimal,  sendo  o  erro  sensivelmente  su- 
perior a  0,005;  pode,  portanto,  este  processo,  prestar  bons  ser- 
viços nas  diagnoses  dos  minerais  das  rochas. 

No  domínio  da  petrografia  Sousa-Brandão  publicou  a  des- 
crição dumfi  granulite  alcalina  de  Campo  Maior,  da  Riebeckite 
de  Âller  l^edroso,  da  Espichelite  do  Cabo  Espichel,  do  feldspato 
da  sienite  de  S.  Bartolomeu,  do  zircão  do  vSuino  (Belas)  e  oito 
notícias  sumárias  de  rochas  provenientes  de  Penacova,  Aveiro, 
Alemtejo,  Minho  e  Traz-os-Montes. 

Em  todos  estes  trabalhos  se  houve  com  notória  probidade 
scicDtífica. 

Bibliografia  de  Vicente  de  Sousa-Brandão 

1893  —  Dedução  geométvica  e  classificação  dos  grupos  cristalográficos  cara- 

cterisados  pelas  suas  proimedades  de  simetria. 
1894 —  Usher  die  Rationalitãt  einer  dreizãhligen  Symmetrieaxe.  «Zeitschrift 
fiir  Krystall.»,  vol.  xxiii,  p.  249. 

1894  —  Die  Kantensymhole  im  hexagonalen  System.  <<  Zeitsclirift  fiir  Krya- 

tall.»,  vol.  XXIII,  p.  463. 

1895  —  Die  Krystallogi-aphisque  Symholik  im  hexagonalen  System.   «Zeit- 

schrift  fiir  Krystall.»,  v.  xxiv,  p.  593. 

1897  —  Noch  cin  Wort  iiber  bedingte  Rationalitãt  einer  dreizãhligen  Sym- 
metrieaxe. «Zeitschrift  fiir  Krystall.»,  v.  xxvn,  p   545. 

1899  —  Sur  la  détermination  de  Vangle  des  axes  optiques  dans  les  minéraux 
des  raches.  «Comunicações  da  Comissão  do  Serviço  Geológico  de 
Portugal»,  t.  IV,  p.  313. 

1900 —  Sur  la  détermination  de  la  position  des  axes  optiques  au  moyen  des 
direciions  d'extinction.  "('omuuicaçòes  da  Com.  do  Serv.Geol.de 
Port.»,  t.  IV,  p.  41 

1901  —  Sur  Vorientation  crystallographique  des  sections  des  minéraux  des 


159 


raches  en  plaques  minces.  «Comunicações  da  Com.  do  Serv.  Geol, 
de  Port.u,  t.  IV,  p.  57. 

1901  —  Ueber  Krystcdlsystem.  «Neues  Jahrbuch  fíir  Mineralogie»,  1901,  n, 

p.  37. 

1902  —  Ueber  einen  portugiesiscJien  Alkcdi granulite.  «Centralblatt  fur  Mine- 

ralogie», 1902,  p.  49. 

1902  —  Ueber  deu  Staubfall  in  Portugal  vom  Januar  1902.   «Centralblatt 

fíir  Mineralogie»,  1902,  p.  257. 

1903 —  O  novo  microscópio  da  Comissão  do  Serviço  Geológico.  "Conuiuiea- 

ÇÒC3  da  Com.  do  Serv.  Geol.  de  Port.»,  t.  v,  p.  118. 
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1915  —  Contribuição  para  a  petrografia  do  districto  de  Aveiro.  «Comunica- 

çues  da  Com  do  Serv.  Geol.  de  Port.»,  t.  xi,  p.  16. 

191Õ  —  Sur  un  noiírcau  procrdd  de  mesure  de  Vindice  de  réfraction  des  li- 
quides à  Vaide  de  simples  govttcs.  dComuuicaçòes  da  Com.  do 
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Sòbní  Vicente  de  Souza-Brandão  escreveu  uma  pequena  no- 
tícia necrológica  o  ilustre  geólogo  P.  Clioílat  no  t.  xu  das  «Co- 
municações da  Com.  do  Serv.  Geol.  de  Port.,  p.  282;  lambem 
nós,  na  «Revista  de  Chimica  pura  e  applicada,  II.*  série,  I .''  ano, 
p.  326,  1916,  traçámos  uma  resumida  biografia  do  distinto 
homem  de  sciència  .português,  consagrando,  como  simples  ho- 
menagem de  amizade,  à  sua  memória,  as  nossas  Tabelas  para 
a  delei  minarão  dos  minerais  por  vieio  dos  caracteres  externos. 


SUR  LOCTAÉDRE  A  FACES  TRIANGULAIRES 

PAR 

J.  Neujíeeg  (Liége) 


1.  Pour  consiruise  un  oclaedre  à  faces  triaiif^ulaires  joignons 
les  quatre  somniels  d'im  quadrilatèfe  ABA.'B'  (plan  ou  ganche) 
à  deux  points  quelconques  C,  C  de  respace.  Les  huit  laces  du 
solide,  que  nous  désignerons  généralenient  par  la  lellre  W,  sont 
les  triangles 

CAB^Ti,     CBA'  =  T-i,     CA'B'  =  T3,     CB'A  =  T4, 

c'a'Be=t'i,   c'B'A^T'2,    r;AB^T'3,    c'BA'  =  r4. 

Des  éUments  opposés  de  W  sont : 
les  sommels  A  et  A',  B  et  B',  C  et  C; 
les  arêtes  AB  et  A'B',  BA'  et  B'A,  CA  et  G'A',  .  .  .-, 
les  faces  T,  et  T'i,  T-2  et  T'.  T3  et  T'3,  T4  et  TU. 

L'octacdre  a  trois  diagonales  AA',  BB'  et  CC,  dont  nous  re- 
présentons  les  longueurs  par  a,  b,  c  et  les  inilieux  par  P„,  P^,  P^. 
Le  plan  de  deux  diagonales  qui  se  coupent  est  dit  plan  dia- 
gonal. Si  les  trois  diagonales  passent  par  un  méine  point,  le 
solide  a  élé  appelé  oclaedre  harmonique;  si  de  plus  elles  sont 
rectangulaircs  deux  à  deux,  on  peut  employer  le  qualificatif 
orúioharmonique. 


BiWiographle.  —  C.  A.  Cikot,  De  vierhock  en  het  odaeder  in  hunne  ana- 
logie  rtWiskundig  'rijd?chnft»,  t.  i  (1904),  pp.  4,  53,  14í).  Voir  aussi  du 
même  périodique :  t.  i,  pp.  135  et  137;  t.  x,  p.  239. 

R.  líeger,  Das  /larmonichc  Ilexaeder  vnd  das  hnrmonische  Octaiider 
«Zcitschrift  fiir  Math.  u.  Phys.»,  t.  18  (1873),  p.  307. 

Le  présont  article  repiítiid  en  pavtie,  parfois  avec  d'antre3  déinonstra- 
tions  et  avec  des  compléments,  des  propositions  de  M.  ( 'ikot. 

Jc  n'ai  pu  con.^^ulter  un  article  de  ClifiVird  Sur  le  ccnfrc  de  yramlé.  d'un 
octacOdrc  «Piocedings  of  tlic  London  Mathematical  Society»,  t.  ix,  p.  289, 
VoL.  xni  — N.°3  3 
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2.  Les  centres  de  gravite  des  huil  faces  de  V oclaedre  W  sont  íes 
sommets  d''un  parallélipipède  U  doiit  les  areies  sont  paralUles  aux 

diagonales  Ah\  BIV,  CC  et  (gales  a  -;r  «,  y  ^'  "õ"'^* 

ò  ò  o 

En  effet,  sdient  iM|,  M-2,  M3,  M4  les  milieux  des  arètes  AB, 
BA',  A'B',  B'A,  et  appelons  F,,,  r',(  les  centres  de  gravite  des 
faces  T„,  T'„.  La  droilc  Vi^k  divisant  les  niédianes  MiC,  M|C' 
daiis  le   rapjj(jrt    1  ;  2   esl  parallèle  ;i   la  diagoiiale  CC  et  égale 

à  —  c.    On  déinontrerait  de  inènie  que  les  droites  r2r'2.  IsF'.!, 

'\  ,  ,1 

ViX'k    sont  parallèles    à  CC    et  égales  \  ~c\    que    les    droites 

^        ,     '^  ,1 

TiFai  1  líF/,,  F'iF'-2,  F'3F'/,  sont  parallèles  h  AA'  et  égalcs  a  -Tr«;  ... 

o 

3.  Soit  F  le  centre  de  gravite  de  six  masses  égales  h  |a  et 
appliquées  aux  six  sommets  de  W(*). 

Les  trois  masses  [x  appliquées  en  C,  A,  B  et  les  trois  en  C, 
A',  B'  peuvent  être  reniplacées  par  deux  masses  3  \j.  appliquées 
en  Fi  et  F') ;  donc  F  est  le  milieu  de  la  droite  FiF'i;  par  ana- 
logie,  c'est  aussi  celui  de  chacune  des  droites  FáF'2,  l'3F'3,  l\F'.t. 
D'oii  il  resulte  de  noiíveau  que  les  huit  points  1^,F'"2,  ...,  F'4 
sont  les  sommets  d'un  parallélipède. 

Comme  on  peut  remplacer  les  masses  \l  placées  en  deux  som- 
mets opposés  de  W  par  une  masse  2  (x  placée  au  milieu  de  la 
droite  joiguant  ces  sommets,  F  est  aussi  le  centre  de  gravite  du 
triangle  PaPfcFc- 

On  verrait  de  mème  que  F  coincide  avec  le  centre  de  gra- 
vite du  triangle  qui  a  pour  sommets  les  milieux  de  trois  arêtes 
de  W  sans  extrémité  commune,  par  exemple  ceux  des  arêtes 
CA,  BA',  B'C. 

4.  On  peut  inserire  a  1'octaèdre  W  une  infinité  de  parallélipi- 
pècles  U'  dont  les  arêtes  a',  b',  c'  sont  parallèles  aux  diagonales 
AA',  BB',  CC.  Nous  supposons  Toctaedre  convexe  et  ne  consi- 
dérons  que  des  parallélipipèdes  situes  à  l'intérieur  de  W. 

En  eíiet,  divisons  les  arêtes  AB,  A'B,  A'B',  AB,  aux  points 


(')  On  a  proposé  d'appeler  foint  moyen  d'un  polygone  ou  d'un  polyèdre 
le  centre  des  moyennes  distanccs  des  sommets  du  polygone  ou  du  polyèdre. 
D'après  cela,  F  est  le  point  moyen  de  loetacdre  W;  Fj,  T>,  .  .  .  sont  les 
points  nioyens  des  faces  T|,  T^,  . . . 
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1^1.  N^,  N3,  N/,  dans  iiti  inènie  rapport  jt  :  1 ,  si  bien  qu'()n  a 

ANi  _  A'No  _  A%  _  AN4  _ 
Kifí  ~  Nâir  ~  NJV  ~  N4I7  ~  ^' 

Os  poinls  soiiL  Ics  soniiuets  d'iin  pai'all(''I()f,^rainiiie  doiii,  les 
còlés  sont  parallèles  aux  diagoiiales  AA',  lílV  et  onl  pour  ex- 
pressiori 

Divisons  ensuite,  dans  uii  mèinc  rapport  y:l,  les  droiles 
Ci\|,  C"S[,  CNá,  .  .  .,  CN',;  soicnt  h,  Tj,  Io,  .  .  .,  Tj  les  points 
de  division.  Des  relalions 

Nili  _  NiTj  _  Nalí^ _        _  NJ^  _ 
líc"  ~  I'iC'  ~  laíT  Tk7  -  ^ 

on  tonclut  que  les  qiiadrilatères  Iilálslj,  I'il'.!l'3r/,  sont  sembla- 
hies  au  parallélogranune  NiNoN-Nr,  le  rapport  de  similitude  est 
í:(l-i-y).  _ 

Par  conséquent  les  huit  points  I|,  I),  .  .  .,  1'í  sont  les  soniniets 
d'iin  paraliélipipède  U'  dont  les  arètes  ont  pour  expression 

,      ,  ,        N1N2  a  /'      T  T  ^^ 

a'  =  I1I2  =  — - —  =  -rj— — r-rr-, — T'     ^  ==  hh 


}+y       (I+:r)(l+y)'  -  "      (l+^)(l+y)' 


r'  =  lil'i=. 


^// 


1+y- 

5.   Cherchons  le  niaximum  de  U'. 

Le  rapport  des  volumes  de  U'  et  U  est  égal  à 

1'la'b'c'  _^  a:  v 


abe  ~      (I  ^xf  '  (1  -\-yf' 

Le    maximum    du    volume    de    U'    a    lieu    quand    les    fractions 

,    passent  cliacunc  iiar  un  muimium,  c  est-a-dire 

X  '/ 

po[ir 

,  1 
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Donc  le  parallélipipède  inscrit  de  volume  maximum  a  pour 
sommels  les  poinls  luoyeus  des  faces  de  W. 

6.  Soir,  \J'g  lo  centre  du  paralléli[)ipède  U';  lorsque  x  et  y  va- 
rienl,  le  lieu  de  ce  point  est  lui  plan. 

En  eíTet,  dési^iions  par  N,,  I^,  1'j  les  centres  des  parallélo- 
granimes  NiN^NsNi,  I1I2I3I4,  1  il'2l'yl'/.-  Dans  le  quadrilatère 
A]ilVA'A,  les  còtés  opposés  AB  et  A'B',  A  A'  et  BB'  sont  divises 
par  les  droites  N1N3,  PaP^  respectivenieiit  dans  les  rapports 
^:  1,  1:1;  donc  d'après  un  théorème  connu,  le  lieu  de  N^  est 
la  droite  \*^^^^,  (*)•  D'autre  ]iart,  U'j  est  le  niilieu  de  la  droite 
1^1'^,  et  comnie  les  parallélogranunes  Ijl^lalí,  I'il'2l'3l'4  sont  ho- 
niotliétiques  au  parallélogranime  N1IN2N3N4  respectivement  par 
rapport  aux  sonnnets  C,  C  de  W,  les  points  I^,  1'^  sont  situes 
sur  les  droites  CN^,  CNj  et  sur  une  parallèle  a  (>C'.  On  en  con- 
clut  que  le  lieu  de  Lf^  est  le  plan  P^PiPc 

Remarquons  aussi  que 

7.  Un  cas  particulier  intéressant  est  celui  oú  le  parallélipipède 
11'  est  un  rhoniboèdre. 

L'hypothèse  «'  ~  b'  —  c'  donne 

De  la  valeur  de  x  on  conclut  que  les  points  Ni,  N2,  N3,  N4  di- 
visent  les  arètes  AB,  BA',  A'B',  AB  dans  le  rapport  des  diag-o- 
nales  adjacentes;  par  suite  N^  est  le  centre  de  gravite  des  points 

Pa,  Pfc  chargés  des  niasses  — ,  -j-.  De  Tégalité 

^g\}'g      _  _  ab 


on   déduit  ensuite  que  le  centre  du  rhomboèdre  est  le  centre 


(i)  Autrement.  Nj  est  le  inilieu  de  la  droite  joignant  les  milieux  des 
droites  NjNj,  NjN,) ;  ces  doriiiers  points  (':tant  situes  sur  les  droites  BPa, 
B'Pa  et  sur  une  parallèle  à  BB',  le  lieu  de  Ns  est  la  droite  F"P''. 
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de   gravite   des    poiíUs   Pg,   P^,,   P,.    chargés    respcclivcincnl   dcs 

1      1      1 
niasses  — ,  — ,  — . 

abe 

On  obliendrail  le  niêine  rboniboèdrc  cn  jnirtant  dcs  quadri- 
latères  BCB'C'  ou  CACA'  au  lieu  de  ABAlV. 


8.  Soit  W  un  octaêdre  convexe  doHt  les  diagonales  AA',  BB' 
se  coupent  en  un  poinl  E;  la  troislènie  diagonalc  CC  peut  ren- 
conticr  le  plan  diagonal  ABA'B'  en  un  poinl  quelconque  F. 

Adoptons  les  notations  suivanles: 

í/,  rí",  D,  les  centres  de  gravite  des  triangles  ABA',  AB'A'  et 
du  quadrilatère  ABA'Ií'-, 

K  ,  le  svmétrique  de  \i  par  rapport  n  P<,; 

e,  é  les' segmentes  BE  =  B'E',  B'E  =  BE'; 

s:,  2',  Z,  les  centres  de  gravite  des  pvraniides  CABA'B', 
C'ABA'B'  et  de  l'octaédre  W; 

F'  le  svmétrique  de  F  par  rapport  à  P^; 

/",  /'  les  segments  CF  =  CT',  C'F  =  CF'. 

Nous  allons  indiquer  dcux  procedes  pour  déterminer  les 
points  D  et  'L\  le  premier  est  dassique,  Tautre  est  nioins 
connu. 

d)  D  divise  la  droite  dcP  dans  la  rapport  des  aires  des  trian- 
gles AB'A'  et  ABA',  rapport  cgal  à  B'E  :  BE  =  BE' :  B'E'.  Comme 
les  points  r/,  d  partagent  les  droites  PaB,  P^B'  dans  le  rapport 
1:2,  la  dioite  dd'  est  parallèle  à  BB'.  On  en  conclut  que  D 
partage  la  droite  PaE'  dans  le  rapport  I  :  2. 

Les  points  x,  z'  divisent  les  droites  DC,  DC  dans  le  rap- 
port 1:3,  et  Z  divise  la  droite  xt  (parallèle  à  Ç.Çl)  en  parties 
proportionnelles  aux  volumes  des  pyramides  CABAlV,  CABA'B'. 
Ces  volumes  étant  entre  eux  comme  CF  a  CF  ou  comme  CF' 
a  Cf',  Z  partage  la  droiíe  DF'  dans  le  rapport  I  :  3. 

b)  Nous  inlroduisons  ici  dcs  foires  parallèles  enire  ellcs  el, 
d'après  leur  scns,  positives  ou  négalivcs;  k  designe  un  factcur 
de  propoilioniialilc. 

Les  aires  ABA',  AlVA'  étant  proj)ortionn('lles  aux  segments  BE, 
BE,  les  points  í/,  d  peuvent  élre  consideres  comme  les  points 
d'applicalion  de  la  resultante  de  trois  lorces  i.e  a|)pliquées  en 
A,  B,  A',  et  de  la  resultante  de  trois  forces  Xe'  agissant  en  A, 
B',  A'.  Appliquons  encore  en  B  Ia  force  Xe'  et  en  B'  la  force  /.e; 
nous  aurons  alors  en  A,  B,  A',  B'  qualre  forces  \{e-\-e')  qui 
ont  une  resultante  \  \{e-\-e')  appliquée  au  milieu  P  de  la  droite 
PaPft.  Mais  les  forces  \e\  Xe  introduiles  en  B,  B'  sont  équilibrées 


i«(; 


par  une  force     -  X  (<s  }- e')  agissaiit  eii  K.    II  resulte  de  lii  (|iie  1) 

est  situe  sur  Ia  droite  KP  au  delh  de  P  el  que  PD  =  — EP(*). 

o 

Les  volumes  CABA'B',  C'ABA'lV  élant  proportionnels  aux  se- 

gments   f,  /'   de    la  diagonale   CC',  et  z  divisant   la  droite  DF 

dans  le  rapport  1:3,  nous  considérons  z  comme  ie  point  d'appli- 

cation  des  forces  \ /',  3X/"agissant  en  C,  D.    Daprès  ce  qu'oii 

vient  de  voir,  la  force  3  X./  appliquée  en  D  peui  ètre  regardée 

comme  la  resultante  des  forces  Xf,  Kf,  kf,  X/",  — X/  agissant  en 

A,  B,  A',  B',  E.  Par  analogic,  z'  est  le  point  d'application  de  la 
resultante  des  forces  X/',  X/',  X/',  'kf,  — kf  agissant  en  C',  A, 

B,  A',  B',  E.  Si  nous  introduisons  encore  une  force  kf  en  C 
et  kf  en  C',  nous  aurons  six  forces  'k(f-\-f}  apliquées  aux  six 
sommets  de  W  et  une  force  — '^{f-\-f)  appliquée  en  E.  Mais 
les  forces  kf  en  C  et  kf  en  CJ  sont  é(|uilibrées  par  la  force 
—  'k(f-\-f)  agissamt  en  F.  Donc  Z  est  le  point  d'application  de 
la  réswltante  d'une  force  6  X  (/"+/')  appliquée  au  point  moyen  F 
de  W  et  d'une  force  — 2  X  (/-}-/')  appliquée  au  milieu  Fi  de  la 
droite  EF;    Z  est  donc  situe  sur  la  droite  F\T  au  dela  de  T  et 

rz=-ÍF,r. 

9.  Une  propriété  remarquable  d'un  octaédre  orthoharmo- 
nique  s'appuie  sur  une  propriété  du  quadrilatère  orthodiagonal 
que  nous  allons  ét^blir. 

Soit  ABA'B'  un  quadrilatère  dont  les  diagonales  AA',  BB' 
sont  rectangulaires  et  se  coupent  en  E.  Projetons  E  en  Ji,  Jg, 
.I3,  J;  sur  les  côtés  AB,  BA',  A'B',  BA.  Des  quadrilatèies  cy- 
cliques  EJiB.lá,  E.TsA^Js,  EJ3B'J|,  E.IíAJj   on  déduit  les  égalités 

angie  EJjA  =  EAJ4  =  B^E.U'^  B'J3J4, 
angie  EJiJá  =  FBJo  =  A'EJ:!  =  A'.I;.E-, 
par  suite 

angle  J,;Ji  J^  =  B'J3J4  +  A'J3E  =  r  —  J2J3J4. 


(1)  Le  point  D  apparait  ainsi  couime  barycentie  des  ciuq  poids 
1, 1, 1, 1,  — 1  placés  respectivement  eu  A,  B,  A',  Ê',  E.  On  rencoutre  cette 
détermination  do  D  dans  les  publications  suivantes: 

«Archives  do  tíiunert-Hoppe»,  i  (G5),  pp.  909  et  443  (Noegerath, 
Stoll);  "Mathesisu,  t,  i,  p.  90;  Théorie  et  appUcations  des  eqv ipollences  par 
Laisant,  pp  13J  et  163;  Applications  des  méthodes  de  Grassmann . . .  par 
F.  Caspary  «Nouvelles  Annales  de  IMathématiques",  1898,  p.  389. 
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Donc  le  quadvilalere  .I|.f.>J3.f',  esl  cijclique  (^). 

Désigiions  líiaiiilenanl  par  Ki,  Ko,  K3,  K;  Ics  points  ou  les 
droiíes  EJ|,  EJá,  KJ3,  E.J5  rcncoDlront  respectivemenl  les  côtés 
A'B',  B'A,  AB,  BA'  du  quadrilalère  ABA  !i'.  Les  tiianglss  AEKi, 
BEKi  donnent 

AKi  _  sinAEKi  _  sin  A^E.l;?  _  sinA'B^ 
ÊKi"  ~  ~^Ê.\ íT  ~  Ihí  ÊÃIT  ~  " síiTE aF ' 

IBKi  _  sinBEJÍ£_  sin  B'EJ3^  _^i  EA'B' 
EKr  ~  sin  ÊbIíT  ~  smi^ÊBKT  ~  "surEIVÃ"' 

Eli  divisant  ces  relations  Tuiie  par  1'autre  011  obtient 

AKi  _  sin  A1VE      sin  EBA  _  A'E      EA 
BKT -  sin  EA^B^  '  sin  EAB  ~  WE" ~ÊF' 

I\)sons,    pour   abréger,    EA  =  rt!i,    EA' =  «-2,    EB^/Ç»!,    EB' =  ^2. 
De  Tégalité  precedente  et  par  analogie  on  conclut 

AKi        «10-2       A'K2       A'K3        AK4 


BKi        M2        BK2        B'K3       B'K4' 

IJ  resulte  de  Ih  que  les  còtés  du  quadrilalère  KiK^KsK^  sont 
parai lèles  aux  diagonales  d,u  quadrilalère  ABA'B'.  Donc  les 
points  Kl,  K2,  K3,  K4  sont  situes  sur  une  nième  circoníérence  o) 
dont  les  droites  K1K3,  K2K4  sont  des  diamètres,  et  comme  les 
angles  K3J1K1,  ...  sont  droits,  la  circonférence  co  passe  aussi 
par  les  points  Jj,  .Jo,  J3,  ^\\  nous  dirons  que  c'est  la  circonfé- 
rence dex  huil  poinls  du  quadrilalère  ABAB'. 

Les  còtés  opposés  AB  et  A'B',  AA'  et  BA'  du  quadrilalère 
AA'B'BA  étant  divises  par  les  droites  K1K3,  PaPt  respectivemenl 
daus  un  nicuie  rspport  a\n^:b[bi,  1:1,  le  centre  to  de  la  cir- 
coníereuce  Ki1\.-2K;íK',  divise  Ia  droite  P„P(,  dans  le  rappcut 
«i«-2  :  l>\b-2. 


(1)  Cette  proposition  resulte  aussi  des  dt'voloppeinents  qui  vont  suivre. 
Ou  pcut  rénoncer  aiiisi :  Les  points  qui  diviseut  les  côtés  d'un  quadrila- 
tère  oitliodiagoual  dans  le  rapport  des  carrés  des  segmenta  adjacents  des 
diaf»onales  sont  situes  sur  une  inême  circonférence. 

Voici  une  proposition  analogue:  Los  poiais  qui  dirisent  les  côt<'s  d'un 
qiiadrilatere  orthodiwfonal  dans  le  rapport  des  carrés  des  còtés  adjacents 
sont  situes  sur  une  même  circonférence. 
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lUMiinrquoii^  aiissi  los  (''líalitrs 
K,K2  =  («I  +  r/o) ^77--'      K2K3  =  (^1  +  b^)  —- ^"'^-_. 

10.  Sdicnt:  E  Ic  poinl  de  concours  des  diagonales  A  A',  lili', 
ÇjVJ  d'uu  octacdre  orthohannonique  W;  «i,  a-i,  h\,  ^2,  fi,  Cái 
les  segments  EA,  EA',  EB,  EB',  EC,  EC  de  ces  diagonales; 
tOci  Wa.  Wfc  les  circonférences  des  huil.  points  des  quadrilatères 
orlhodiag-onaux  ABA'B',  (".BC'B',  CACA',  Nous  allons  déinonlrer 
les  propriétés  suivaiiLes; 

Les  projections  Hi,  H-2,  . . .,  H'4  du  point  E  sw  les  huit  faces  Ti, 
T-2,  .  .  .,  T'4  soiit  siluíes  sur  une  7ncme  sp/ière  (Steiner)  (*). 

Celle  sphère  passe  aussi  par  les  pohits  ou  les  perpendiculaires 
abaisstes  de  E  sur  les  faces  de  W  renconirenl  les  faces  opposées 
(Cikot). 

Les  droites  CHi,  CH-2,  CH3,  CH4  rencoiiLrenl  les  arètes  AB, 
BA',  A'B',  B'A  en  des  points  Jj,  J2,  J3,  J4  qui  sont  aussi  les  pro- 
jections de  E  sur  ces  arètes ;  ces  poiaits  appartiennent  donc  à  la 
circonférence  ov.  Cpmme  on  a 

ci2  =  CJi  CH,  =  CJ2 .  CH2  =  CJ3 .  CH3  =  CJ4 .  CH4, 

les  points  Hl,  Hg,  H3,  H4  correspondent  aux  points  Ji,  .I2,  J3,  J4 
dans  rinversion  (C,  í"i)(^);  par  conséquent  ils  sont  situées  sur 
ume  niême  circonférence  £5.  On  verrait  de  mènie  que  les  points 
H'i,  H'2,  H'3,  H'4  appartiennent  à  une  mènic  circonférence  sVi 
que  les  poinls  Hj,  H4,  H'i,  H'4  apparliennent  à  une  niéme  cir- 
conférence Sa,  transforinée  de  la  circonférence  o)a  dans  Tinver- 
sion  (A-2,  «1),  et  ainsi  de  suite. 

IMais  on  peut  consliuirc  une  splièie  12  passant  par  la  circon- 
férence £^.  et  par  le  point  H'j  •,  cctle  surface  ayant  irois  points 
Hi,   H4,  H'i    coiuMiuns    avec  c„   cojilicnt  aussi  Ic   point  H'4.    En 


(1)  «Journal  de  Crelle»,  t.  xxxi,  p.  00;  «Gesammclte  Werke»,  1. 11,  p.  357. 

Le  théorème  de  yteincr  peut  encore  s'énoncer  ainsi :  Les  orthocentres 
des  huit  faces  d^nn  ocluedre  orthoharmoniqne  sont  situes  sur  %ine  mème  sphere. 
J'en  ai  donné  une  démonstration  synthétique  dans  les  Théorimes  et  Pro- 
blèmes  de  Géomélrie  par  (Jatalan,  7c  édition;  pour  une  démonstration  analy- 
tique,  voir  «Nouvelle  Correspondance  mathématique»,  t.  3  (1877),  pp.  89 
et  210. 

(2)  Nous  désignons  par  inversion  (f,  c,)  la  transformation  par  rayons 
vecteurs  reciproques  dont  C  est  le  pôle  et  Cj^  la  puissance  d'inversiou. 
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conliiuianl  àiiisi  on  veirail  uiic:  Ics  urllioceiílres  des  l)uil  laces 
de  W  soiit  silués  sur  la  sphere  il. 

La  circonféreiue  coc  recoupe  les  còtés  du  quadrilatère  AliAIír' 
en  des  poiíits  Ki,  K2,  K3,  K4  appartenant  aiix  droites  EJ3,  EJj, 
E.Ii,  E.Ij.  Les  inversions  (C,  cj),  (C,  c-2)  Iransfonnent  ces  points 
eu  des  points  (Li,  L2,  L3,  L4)  de  Sc  et  des  points  (L'i,  L'o,  L'3,  L'4) 
de  £'c,  donc  en  des  points  de  la  sphère  y. 

Comine  on  a 

Cl2  =  CK3  .  CL3,       ^-2^  =  C'K3  .  C'L3, 

je«  droites  EL3,  EL'3  sont  perpendiculaires  aux  droiles  CK3, 
C'K;r,  par  suite  les  points  TT|,  H'j,  L3,  L'3  sont  situes  sur  la  circon- 
lérence  des  huit  points  du  quadrilatcie  ortliodiagonal  CJiCKs. 
I^a  sphère  il  contcnant  ces  points  passe  aussi  par  les  points  de 
rencontre  des  droites  EHi,  EH'i  EL3,  EL'3  respectivement  avec 
les  droites  CKs,  CK3,  C.Ji,  CJi-  On  en  conclut  la  proposilion 
par  laquelle  M.  Cikol  a  complete  le  théorème  de  Steiner. 
Voici  un  énoncé  plus  complet  des  résuUats  précédents  : 
(Jn  plan  menê  pai  une  diagsnale  d.un  oclaedre  orthoharmonique 
perpendiculav  emenl  h  une  arêle  non  adjacente  rencontre  les  qualre 
faces  passant  par  cetle  arêle  ou  par  V arêle  opposée  suivant  les  cõlés 
dun  quadrUalcre  orlhodiagonal.  Les  circonférences  des  huit  points 
des  douze  quadrilaUres  orthodiagonaux  aijisi  consl/uils  dans 
ioclaédre  sonl  siluées  sur  inie  même  sphère. 

11.  La  démonstration  analytique  du  tliéorème  de  Steiner  pre- 
sente quclque  inlérèt  et  nous  donnera  aussi  de  nouvelles  pro- 
positions. 

Prenons  pour  axes  de  coordoniiées  les  diagonalcs  AA',  BU', 
CC.  L'équation  du  plan  GAB  et  celles  de  la  perpendiculaire  EHi 
étant 

X         y         z 
ai        hi        Cl 

les  coordonnées  de  líi  sont 

1  I 


"^[4.  +  -'.^^^  *.f:^  +  ^.+   ' 


a{-       br       c{- /  \ai'       br       cr 

1 


/  ^     _L-i-  ^ 

''^'^-^b,^'^  cC^ 
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Pour  (iiic  ce  point  soit  silué  sur  la  splièrc  Q  représentée  par 
I'ét|ualioii 

on  doit  avoir 

^  '  \ai    '    òi        ciJ        \  ar       or        cr  J 

Si  le  point  H2  appartient  à  la  inême  sphère,  la  condition  est 

(2)  ,_2(^  +  i-  +  -JL)  +  (J,+  _L  +  _L\s  =  o. 

\«2         bi         C{  J        \a-i'        òr        cr  J 

De  (1)  et  (2)  on  déduit  par  soustraction 

(3)  2a=  (—  +  —)§. 

En  assujétissant  la  sphère  Q  a  passer  par  les  poinls  Hi  et  H4  ou 
par  les  points  Hi  et  H'i  on  obtient  les  égalités 

La  substitution  des  valeurs  de  2a,  2p,  2*f  dans  Téquation  (1) 
donne 

^  o  «2«2  ^lt'2  CiCi 

La  sphère  Q  passe  ainsi  par  les  quatre  points  Hi,  Ha,  H4,  H'i,  et 
la  coniposition  des  valeurs  trouvées  pour  a,  p,  7,  S  montre  quelle 
passe  aussi  par  les  points  H3,  n'3,  H'2,  H'/,. 

Soit  Q  le  point  oú  la  droite  EHi  rencontre  le  plan  CAB.  On 
trouve  íacilement  pour  ses  coordonnées 

1  g  S  ã 

X  = 


«1 


/     1       ,        1       ,        1     \         «1  '      -^        <^l  '  Ci 


I — 4. 

\«1«2 


En  portant  ces  expressions  dans  Téquations  de  S  écrite  ainsi 
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on  oblifiit  Pégaliló 

{-^  +  7-ir  +  — t)  5 
\ai^       b{'        Cl-/ 

qiii  se  réduil  à 

(6j 


c;á  +  5  =  0, 


aiú[2 


ÇlCá 


^+1=0. 


Les  relations  (5)  et  (6)  étanl  equivalentes,  on  voit  que  le  point  Q 
et  ses  analogues  sont  situes  sur  la  splière  il\  cc  qui  démontre 
la  proposition  de  M.  Cikot. 

Les  coordonées  du  centre  de  Q  sont 


Y  («1  +  «2) 


a  = 


a{a^ 


a{a<2, 


b^b 


1W2 


CiC-l 


on  en  conclut  que  oe  point  est  le  centre  de  gravite  des  points 

I*o>  1^61  '\-  ehargés  respectivement  des  poids  ^,    .  .    ,  -. 

a\a%     b^b<i      C{Ci 


LABORATÓRIO  ANTROPOLÓGICO 
DA  FACULDADE  DE  SCIÊNCIAS  DO  PORTO 


OSTEOIVIETRIA  PORTUGUESA 

POR 

A.  A.  Mendes  Corrêa 


(Continuação) 


O  tipo  n."  2  é  o  mais  freqíienle  em  todos,  menos  nos  índios 
de  Munsee,  nos  quais  o  predomínio  é  do  n.°  5,  e  nos  índios  ame- 
ricanos de  N.  O.,  nos  quais  predomina  o  tipo  de  grande  obli- 
quidade. 

Os  menos  frequentes  são  os  n.^"*  6  e  7,  que  não  aparecem 
em  nenhum  grupo  a  não  ser  nos  brancos  da  América  e  nos 
portugueses.  Os  n."^  1  e  2  não  aparecem  nos  índios  de  Munsee, 
o  n.°  1  nos  peruvianos  e  o  n.°  5  nos  clif[ dwelleis  do  S.  de  Utali. 

O  n.°  1  aparece  com  maior  freqíiência  nos  mexicanos,  se- 
guindo-se-lhes  os  portugueses.  A  sua  menor  freqfiència  é,  não 
falando  nos  de  Munsee  e  peruvianos,  nos  índios  americanos 
de  N.  O. 

O  n.°  2  abunda  mais  nos  cliff  f/tvellers  de  Utah,  seguindo-se- 
-Ihes  os  brancos  da  América.  INão  falando  nos  de  Munsee,  são 
os  índios  americanos  de  N.  O.  também  a  série  com  menor  frc- 
qOiència  desse  tipo.  Os  portugueses  não  e?tão  muito  longe  destes. 

O  n."  3,  muito  raro  nos  portugueses  e  ainda  pouco  frequente 
nos  brancos  da  América,  é  exactamente  o  mais  comum  nos 
índios  americanos  de  N,  O.,  e  ainda  bastante  comum  nos  índios 
de  Munsee. 

O  n."  4  é  sobretudo  frequente  nos  mesmos  grupos  do  ante- 
rior. Os  portugueses  ocupam  um  lugar  intermédio.  Nos  mexi- 
canos é  onde  èle  menos  vezes  aparece.  E,  segundo  Hrdlicka, 
um  caracter  bastante  vulgar  nos  esquimós. 
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Enfim  o  n."  5  é  especialmente  abundante  nos  ínilios  de 
Munsee,  e,  faltando  nos  cliff-dwellers  de  Utali,  aparece  em  muito 
pequenas  proporções  nos  índios  mexicanos. 

Os  portugueses  distinguem-se  dos  brancos  da  América  na 
menor  proporção  dos  tipos  3  e  5,  e  nas  maiores  proporções 
dos  tipos  1  e  4.  Mas  nos  dois  grupos  predomina  o  n.**  2  e  são 
raros  os  n."*  6  e  7,  o  que  constilue  sem  dúvida  um  traço 
de  afinidade.  Os  índios  americanos  da  costa  N,  O.  e  os  de 
Munsee  são  dos  índios  mencionados  os  que  mais  diferem  dos 
dois  grupos,  por  uma  acentuada  tendência  a  obliquidade  do 
bordo. 

Nos  esqueletos  de  Munsee,  Ilrdlicka,  verificou  que  há  no  lado 
esquerdo  uma  tendência  para  essa  obliquidade,  levemente  menor 
do  que  no  lado  direito,  e  que  o  lado  direito  mostra  maior  fre- 
qCiència  do  tipo  n.°  4,  angular  ou  em  sela.  Estas  constatações 
concordam  absolutamente  com  as  nossas  nos  portugueses:  as 
percentagens  dos  tipos  2  e  3  são  maiores  do  lado  direito  do 
que  do  esquerdo,  as  do  tipo  1  são  pelo  contrário,  maiores  do 
lado  esquerdo,  e  enfim  as  do  tipo  angular  ou  em  sela  são  para 
cada  sexo  mais  elevadas  do  lado  direito. 

Relativamente  ao  sexo,  diz  o  eminente  antropólogo  americano 
que  nos  brancos  os  tipos  1  e  4  são  mais  comuns  nas  mulheres 
do  ((ue  nos  homens  e  os  tipos  3  e  b  são  mais  frequentes  nestes 
últimos,  eníjuanto  que  o  tipo  2  não  varia  muito  de  frequência 
dum  sexo  para  outro. 

Reunindo  os  dados  relativos  à  nossa  série,  dos  dois  lados,  os 
dois  sexos  aparecem-rios  representados  pelas  percentagens  se- 
guintes : 

Tipos 


47  —  ^  Portugueses     27,7    36,2    4,3     17,0      6,4    2,1     4,3 
23  —  $  »  30,4    30,4    4,4     17,4     13,0      -       - 

Estes  resultados  não  se  harmonisam  inteiramente  com  os  de 
Hrdlicka  para  os  brancos  da  América.  Os  n.°^  1  e  4  são,  é 
certo,  mais  frequentes  nas  mulheres,  mas  pouco  mais.  Mas 
os  tipos  3  e  5  também  o  são,  sobretudo  o  último,  e,  quanto 
ao  tipo  n."  2,  há  uma  acentuada  diferença  em  favor  dos  ho- 
mens. 

Estudámos  ainda  a  chanfradura  coracoidea,  que  dá  passagem 
ao  nervo  supraescapular,  e  que  apresenta  graduações  suce- 
sivas:  1.^  chanfradura  nula;  2.^  pequena;  3.''  média;  4.''  pro- 
funda; 5.*  convertida  num  orifício. 
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Os  nossos  dados  são  os  seguintes; 


XXII  —  A  chanfradura  eoraeoidea  na  série  portuguesa 


Tipos 


1  —  Ausente . 

2  —  Pequena 

3  —  Média.  . 

4  —  Profunda 

5  —  Orifício. 


Direitos  (33) 


^(22) 

?( 

N."  de 
casos 

Vo 

N.»  de 
casos 

3 

7 
8 
4 

13,6 
31,8 
36,4 

18,2 

4 
3 
4 

" 

" 

36,4 
27,3 
36,4 


Esquerdos  (37) 


<?125) 

?' 

N.»  de 
casos 

7o 

N.»  de 
casos 

2 

11 

5 

7 

8,0 
44,0 

20,0 

28,0 

3 
4 
4 
1 

" 

" 

25,0 

33,3 

33,3 

8,3 


Comparando  estes  dados  com  os  que  Hrdlicka  apresenta 
sobre  brancos  da  América,  índios  de  Munsee  e  peruvianos, 
vè-se  log-o  que  a  ausência  da  chanfradura  é  muito  mais  frequente 
nos  portugueses  do  que  em  todas  essas  séries.  A  chanfradura 
pequena  ainda  na  nossa  série  é  menos  frequente  do  que  nos 
índios  peruvianos  e  brancos  da  América  (1  5,4*^/0  S  e  lb,2^/o  5, 
nestes  últimos).  Mas  a  terceira  forma  (média)  que  nos  índios  de 
I\Iu!isce  não  aparece  em  caso  algum,  é  nos  portugueses,  apezar 
das  suas  altas  percentagens,  muito  menos  frequente  do  que  nos 
peruvianos  e  brancos  americanos,  em  que  algumas  percenta- 
gens são  quási  o  dobro  das  portuguesas.  A  chanfradura  pro- 
funda, que  aparece  nmito  fjcquentemente  nos  índios  de  Munsee, 
surge  nos  portugueses  com  menores  percentagens  do  que  nos 
brancos  da  América,  sobretudo  no  sexo  feminino,  E  ao  passo 
que  alguns  exempl£\res  de  Munsee  e  raros  de  brancos  ame- 
ricanos possuíam  um  verdadeiro  orifício  coracoideo,  este  não 
apareceu  em  caso  algum  da  nossa  série.  Os  portugueses  apre- 
sentam em  suma  a  chanfradura  eoraeoidea  com  menos  acen- 
tuada profundidade  do  que  os  brancos  da  América,  e  sobretudo 
do  que  os  índios  de  Munsee. 

Esta  profu»didade  e  o  buraco  coracoideo  são  nos  brancos 
americanos  e  índios  de  Munsee,  mais  frequentes  no  sexo  mas- 
cuHno  do  que  no  feminino,  no  qual  pelo  contrário,  predominam 
sobre  as  percentagens  masculinas  os  espécimes  com  chan- 
fraduia   pequena   ou   sem  chanfradura.    Na  nossa  série   confir- 
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nia-se  a  tendência  masculina  para  a  maior  proluruiiclade  da 
clianfradura,  com  uma  frequência  maior  no  sexo  feminino  de 
casos  de  ausência  de  clianfradura. 

Relativamente  aos  dois  lados,  Hrdlicka  diz  não  ter  encontrado 
diferenças  caractenslicas.  ISa  nossa  série  parece  haver  nos  dois 
sexos  uma  jnaior  tendência  ao  aprofundamento  da  clianfradura 
do  lado  esquerdo  e  uma  maior  proporção  de  casos  de  ausência 
de  clianfradura  à  direita. 

Dimensões  absolutas  do  osso.  —  São  todas  naturalmente  maiores 
no  sexo  masculino  do  ípie  no  sexo  feminino,  havendo  grandes 
diferenças  nas  medidas  de  altura  do  osso  especialmente  e  ainda 
na  largura  do  acromion,  no  comprimento  espino-acromial  e  na 
largura  da  cavidade  glenoidea.  Na  altura  da  cavidade  glenoidea 
a  diferença  entretanto  não  é  tão  grande.  Dum  lado  para  o 
outro,  não  \v'\  diferenças  significativas  na  maior  parte  das  me- 
didas, não  se  dando  em  muitas  delas  as  diferenças  no  mesmo 
sentido  para  os  dois  sexos. 

A  variabilidade  de  algumas  das  medidas  ê  muito  grande  :  a 
amplitude  exiensa  das  suas  variações  restringe  a  sua  significação 
como  elementos  métricos  isolados.  O  valor  de  algumas  delas  é 
mesmo  diminuido  pela  pouco  rigorosa  fixação  dos  seus  pontos 
de  referência.  O  ponto  de  referência  comum  às  alturas  supra 
e  infra-espinhosa  ê  um  dos  menos  rigorosamente  estabelecidos. 
Não  ligamos  assim  uma  grande  importância  aos  índices  com 
essas  medidas  determinados. 

Eis  os  resultados  gerais  relativos  às  dimensões  absolutas  do 
omoplata,  não  falando  no  ângulo  escápulo-espinal : 
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XXV  —  Diferenças  das  médias  do  lado  esquerdo  para  o  direito 


Largura  do  omoplata  .  .  .  . 
Altura  do  omoplata 

»       supra-espiíihosa.   ... 

»)       intra-espinhosa 

Comprimento  espiuo-acromial,  . 

Largura  do  acromion 

Altura  da  cavidade  glenoidea.  . 
Largura  da  cavidade  glenoidea 


p 

ares 

T 

14 

0,7 

40 

8 

5,5 

37 

10 

0 

38 

8 

-1,5 

37 

14 

0,7 

39 

16 

0,2 

42 

20 

-0,2 

47 

20 

-1,9 

47 

-0,31 
-0,92 

0,14 
—1,06 
—7,08 
—1,20 
—0,38 

0,99 


Pares 

T 

8 

0,8 

20 

8 

-2,5 

21 

8 

-6,7 

20 

8 

0,5 

20 

8 

-1,8 

19 

10 

-0,3 

20 

12 

-1,4 

23 

12 

0,6 

23 

-2,10 

-0,97 

—3,00 

3,20 

—5.04 

2,03 

0,21 

0,37 


Apezar  de  nos  omoplatas  pares  masculinos  não  so  constatar 
uma  diferença  no  sentido  das  que  se  constatam  nas  outras  sé- 
ries para  o  comprimento  espino  acromial,  é  nítida  a  importância 
da  diferença  desta  medida  da  esquerda  para  a  direita.  A  es- 
querda essa  dimensão  é  em  média  maior  do  que  ;i  direita.  É 
também  talvez  significativa  análoga  diferença  que  o  último 
quadro  acusa  para  a  largura  do  acromion  que  seria  igualmente 
um  pouco  maior  à  esquerda. 

Comparada  com  os  dados  de  Livon  para  os  brancos  e  de 
Hrdlicka  (^)  para  os  negros  dos  Estados  Unidos,  a  altura  do 
omoplata  é  nos  portugueses  no  sexo  masculino  e.xcedida  pelas 
médias  das  duas  séries  aludidas  e  no  sexo  feminino  é  excedida 
pela  das  negras,  aproximando-sc  da  das  mulheres  brancas  de 
Livon.  Â  largura  do  omoplata  do  português  é  excedida  pela 
dos  brancos  de  Livon  e  sobretudo  pela  dos  negros;  mas  na 
mullier  portuguesa,  pouco  difere  da  das  duas  séries,  sobretudo 
da  das  mulheres  brancas.  Enfim,  a  altura  infra-espinhosa  inter- 
cala-se  no  sexo  masculino  entre  a  dos  brancos  e  dos  negros,  e 
no  feminino  excede  as  das  duas  séries  tomadas  para  termo  de 
comparação  : 

Alivira        Largura       Altura 
^  do  do  infra- 

°  amoplata    omoplata   espinhosa 

73— Brancos  (Livon) .      168  106  124 

46  — Negros  dos  E.  Unidos  (Hrdlicka)      162,5        109  116 

40-37  — Portugueses 159,2        102,2        121,1 


(t)  Op.  cU.,  ir\g.  74, 


1*9 


Altura         Lm.;  uru        Altura 
O  do  .      do  iiifra- 

omopliita     omoplata   espinhosa 

51 —Brancos  (Livon) 135  91  102,5 

18  —  Neyros  dos  E.  Unidos  (Hrdlicka)      1  -12  92,5  102 

21-20— Porliigueses 136,2        90,5  105,7 

E  preciso  nolar  que  Hrdlicka  considera  as  médias  de  Livon 
relativas  iis  inuilieres  brancas  como  excepcionalmente  pequenas. 
Efectivamente  para  i  í  mulheres  brancas  dos  Estados  Unidos  èle 
dá  respectivamente  as  médias  sej^uintes:    IH""";  96"""  e   109"^"'. 

Também  devemos  observar  que,  àlèm  de  não  lig^armos  à  al- 
tura infra-espinbosa  uma  grande  significação  em  vista  da  difi- 
culdade de  estabelecer  com  rigor  o  ponto  de  referência  supe- 
rior dessa  medida,  taml)cm  ignoramos  a  técnica  usada  por  Livon 
e  Hrtllicka  na  sua  determinação.  E  esta  dúvida,  (juc  invalida 
até  certo  ponto  as  comparações  feitas,  é  radicada  pelas  dife- 
renças que  vamos  encontrar  no  índice  infra-espinhoso  dos  por- 
tugueses em  relação  ao  de  outros  povos. 

índice  p.scíipidar. — A  importância  ligada  a  èsle  índice,  embora 
não  deva  ser  demasiada,  é  em  grande  i)arte  iustificada.  1"^  certo 
que  os  hominidios  e  os  sinn'dios  se  sobrepõem  numa  certa  ex- 
tensão nas  tabelas  dos  valores  respectivos  dèslcs  índices  (*).  Mas 
esses  valores  dum  modo  geral  são  mais  altos  nos  antropoides 
do  que  no  homem,  e,  na  maior  j)arte  das  séries,  mais  altos  na 
mulher  do  (jue  no  homem.  E  verdade  que,  sendo  a  sua  pe- 
quenez uma  condição  de  superioridade,  os  australianos  e  os 
esquimós  se  assinalam  na  lista  de  Duckvvorth  (-)  como  porta- 
dores dos  valores  mais  baixos,  mesmo  inferiores  aos  dos  euro- 
peus. Em  contraposição,  os  pigmeus  da  Africa  central  e  ainda 
os  andamanenses  e  negros  ocupam  posições  relativameiítc  ele- 
vadas na  escala  dos  valores,  o  que  parece  indicar  uma  relativa 
inferioridade,  sob  o  ponto  de  vista  zoológico. 

Os  portugueses  aparecem  nas  nossas  séries  com  índices  mé- 
dios muito  aproximados  dos  valores  dados  por  Livon  para  os 
brancos,  e,  como  nestas  últimas  séries,  as  médias  femininas  ex- 
cedem as  masculinas. 

^  índice 

O     '  escajiular 

73  —  Brancos  (Livon)  .    .    , 63 

48  — Negros  dos  E.  Unidos  (Hrdlicka).   .        66,8 
37  —  Portugueses 61,4 


(')  Duckworth,  op.  cit.,  págs.  313  e  314. 
(2)  Ibid. 
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Q  índioe 

V  esoapular 

51 — Brancos  (Livon) 67,5 

18— Negros  dos  E.  Unidos  (Ilrdlicka).   .  65 

20  —  Portugueses 


66,5 


Fizemos  o  estudo  da  variação  deste  caracter  nos  omoplatas 
identificados  da  nossa  série  e  em  lodos.  As  médias  nos  omo- 
platas pares  são: 


Direita 


Portugueses  $  .   ,    .      (4)  .  .  .  62,3 
»  ç  .   .    .      (4)  .  .  .  62,3 


Esquerda 

(4).  .  .  63,5 
(4)  .  .  .  66,5 


As  diferenças  da  direita  para  a  esquerda  são  contraditórias 
dum  sexo  para  o  oiilio.  IMas  o  número  de  esqueletos  em  que 
os  dois  omoplatas  eram  ambos  suscetíveis  de  estudo,  era  muito 
pequeno:  apenas  4  masculinos  e  4  femininos.  Adiante  veremos 
os  elementos  colhidos  em  todos  os  omoplatas  estudados. 

XXVI —  índioe  escapular  na  série  portuguesa  (todos) 


— 

Direita 

Esqiie;  da 

s 

? 

$ 

? 

Média 

Máximo  ...... 

Mínimo 

Desvio  padrão  .  . 
Desvio  provável  . 

(18). 

.64,42+0,63 
.       70,5 
.       .53,8 
..  3,95+0,45 
.       2,68 

(10)...  65,8.5+0,79 
.....      71,8 
....       59,5 

.....  3,66+0,.55 
>.   ...       2,47 

(19,. 

..64,31+0,55 
. .       68,7 
. .       .58,3 
. .  3,49+0,39 
. .       2,35 

(10)...  67,08+0,64 
»    ...      73,6 
»    ...      63,1 
.....  3,00+0,45 
..    ...       2,02 

Diferença     entre 
os  dois  sexos  .  . 

Desvio  padrão  da 
diferença  .... 

(28)...  1,43 
..  ...0,77 

■  (29). 

.2,77 
.0,70 

Embora  a  direita  a  diferença  entre  as  médias  dos  dois  sexos 
não  seja,  à  face  da  desvio  padrão,  grandemente  significativa, 
pode  considerar-se  a  mulher  como  lendo  o  omoplata  mais  largo 
e  curto  do  que  o  homem,  na  série  portuguesa,  dada  a  confor- 
midade deste  resultado  com  os  de  Livon  nos  outros  europeus, 
A  csquei'(la  a  diferença  leni  nítida  significação  estatística. 

Da  cs<piciil;i    para    a   diicita,    a   mulher  aparece   com   menor 
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índire  cscapiilar,  ao  pas.so  quo  o  homem  tem  maior  índice  h 
direita  do  (|ue  à  esquerda.  !Mas  a  diferença  no  sexo  masculino 
está  lon^e  de  ser  sif^niíicaliva,  visto  ser  muito  pcíjuena,  e,  àlèin 
disso,  Livon  nos  europeus  verificou  que  o  omoplata  do  lado 
direito  excede  o  esquertio  no  liomem,  dando-se  o  et)ntrário  na 
mulher  (*). 

Como  o  sexo  de  alg^uns  omoplatas  não  identificados  foi  esta- 
belecido com  dúvida  e  tal  facto  pode  influir  nos  resultados, 
tirando-lhes  o  necessáiio  rigor,  estudámos  também  o  índice  es- 
capular  só  nos  omoplatas  dos  esqueletos  identificados,  abstraindo 
dos  isolados,  não  identificados,  E  os  resultados  não  são  ria  ver- 
dade, inteií-amente  harmf')nicos  com  os  que  acabamos  de  apre- 
sentar em  relação  à  série  conqjlela.  K  certo,  porém,  que  para 
essa  desarmonia  pode  contribuir  poderosamente  o  pequeno  nú- 
mero dos  omoplatas  identificados,  que  estavam  em  condições 
de  estudo, 

XXVII — íadice  escapular  na  série  portuguesa  (identificados) 


Direita 

Esquerda 

s 

? 

$ 

? 

Média 

Máximo • 

Mínimo 

Desvio  padrão  .  . 
Desvio  provável  . 

(7)... 63,34+1,11 
»  . . .      67,7 
....       53,8  (■?, 
.....  4,36+1,79 
.....       2,94 

(6)...  66,48+1,82 
....      70,4 
.....      61,3 
.....  2.97+0,.58 
....       2,00 

(5)... 63,88+1, 16 
....      68,7 
.  . . ,      38,8 
»  . . .  3,84+0,82 
»  ...       2,.59 

(5)...  67,88+0,93 
.....       73,6 
.....       64,5 
....  3,10+0,66 
.....       2,09 

Diferença     entre 
os  dois  sexos  .  . 

Desvio  padrão  da 
diferença  .... 

(13)... -3,2 
»    ...1,06 

(10)...— 4,0 
1.   ...1,13 

Estas  médias  avisinhan)-se  muito  mais  do  que  as  da  totalidade 
dos  ossos,  dos  índices  escapulares  obtidos  por  Livon  para  os 
brancos : 

Brancos (Livon)  Portugueses 


(-3) 
(51) 


.  63 
.  67,5 


(12)  .  .  .  63,6 
(M)...6-,l 


(í)  Testut,  op.  cit.,  pág.  276. 
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É  evidonle  a  afinidade  dos  dois  j^rupos.  As  diforenças  sexuais 
são  também  jierfeitameiílc  concordes  nas  duas  séries.  Nos  euio- 
peus,  a  mulher  tem  maior  índice  escapular  do  (jue  o  liomem. 
Na  nossa  série  a  diferença  das  médias  é  eslalísticamenle  sif^nifi- 
cativa  ;  os  desvios  padrões  das  diferenças  são  menos  de  Y3  dos 
valores  absolutos  das  diferenças. 

Quanto  à  diferença  entre  os  dois  lados,  os  nossos  resultados 
não  concordam  com  os  de  Livon.  l^ara  os  omoplatas  identifi- 
cados, o  índice  escapular  esíjuerdo  é  nos  dois  sexos  maior,  em 
média,  do  que  o  direito.  IMas  as  diferenças  não  são  estatistica- 
mente significativas  sobretudo  no  sexo  masculino. 


Diferença  da  média  a   di- 
reita para  a  esquerda,   .     (12) . . ,  0,5 i 
Desvio  padrão  da  diferença        »     ...1,18 


(II)...  1,40 
«     ...1,05 


Em  suma,  apezar  de  não  constatarmos  as  diferenças  dum 
lado  para  o  outro  apontadas  por  Livon  sobre  dados  cuja  signi- 
ficação estatística  nós  desconhecemos,  notaremos  que  o  índice 
escapular  é  um  importante  cai'acter  sob  o  ponto  de  vista  étnico 
e  sexual, 

índices  supi  a-espinhoso  e  infra- espinhoso.  —  Como  vimos  tra- 
tando da  altura  iníVa  espinhosa,  é  possível  que  não  haja  unidade 
de  técnica  entre  nós  e  os  autores  que  estudaram  o  índice  infra- 
-espinhoso. 

Segundo  diz  Frassetto  (*),  é  costume  de  muitos  autores  de- 
terminarem a  altura  das  fossas  supra  e  infra-espinhosas  do  omo- 
plata, tomando-as  em  projecção,  e  não  como  èle  indica  e  nós 
fizemos. 

Em  tais  condições  os  nossos  resultados  não  são  inteiramente 
comparáveis  com  os  que  outi'os  obtiveram  em  numerosas  séries. 
Para  o  índice  supra-espinhoso  não  conhecemos  elementos  de 
comparação  em  tiabalhos  alheios.  Para  o  infra-espinhoso,  há  os 
dados  de  Hrdlicka,    I>ivon,   Martin,    Matiegka,    Dorsey,   etc.  (^). 

O  índice  inlra-espinhoso,  para  as  séries  destes  vários  autores, 
é  alto  (superioi"  a  90)  em  índios  de  Munsee  (4  casos),  ameri- 
canos de  Pima  e  Pueblo  (b),  índios  de  Santa  Rosa,  Cal.,  fo- 
guinos  e  negros  dos  Estados  Unidos  (46).  E  inferior  a  90 
em  peruvianos  (17),    clif[-dioellers    do    sul    de  Utah  (18),    ínchos 


(1)  Frassetto,  op.  cit.,  pág.  177,  nota. 

(2)  Hrdlicka,  np.  cit.,  págs.  74  e  7õ. 
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inc.vicanos  (II),  branco.s  dos  Kstados  Unidos  (10)  e  brancos  da 
série  de  Livon  (13).  A  pequenez,  do  índice  é  uma  condição  de 
superioridade,  atendendo  a  (pie  nos  antropoides  èle  e  alto: 
no  orai»go-lan-o  é  um  pouco  superior  a    100  e  no  chimpan/.e 

atiníi^e   156.  •  ^     i- 

Nas  mulheres  brancas,    segundo   ÍIrdIicka  e  Livon,    o  índice 

intVa-espinhoso  é  maior  do  que  o  dos  homens  brancos.  Nos  ne- 
.gros  dos  Estados  Unidos  dá-se  o  contrário,  embora  na  maioria 

das  restantes  séries  a  elevação  do  índice  feminino  sobre  o  mas- 

culit\o  seja  a  regra. 

I\elalivamente  ao  índice  supra-espinhoso  os  nossos  resultados 

são  os  seg-uintes: 


XXVIII  —  índice  supra-espinhoso  na  série  portuguesa 


Direita 

Esquerda 

s 

? 

$ 

? 

Médias  : 

Identificados  .... 

Pares 

Todos    

Máximo 

Mínimo 

(3) 
(17) 

n 
» 

..31,6 
..31,3 
. .  32,8 
..37,8 
. .  28,1 

(6)    ..28,1 

(4)    ..  28,(5 

(10)  ..  30,3 

,    ...35,1 

>,      ..  20,7 

(5)  ..   33,2 
(3). ..31,7 
(19)...  3l,õ 
»     ...  o8,8 
»    ...  25,6 

(5)  . . .  33,5 
(4)  ...3.3,2 
(10)...  33,6 
»    ...  37,5 
,,    ...29,5 

Diferença  da  média  9 
para  $ : 
Identificados  .   .    . 

Pares 

'Todos 

(12)  . 

(7)  . 
(27)  . 

..3,5^ 

..2,7* 
..2,5 

(10).. 
(7)   .. 
(29)  . . 

.—0,3 
.-1,5 
.-2,1 

Verifica-se  que,  enquanto  ;í  esquerda  a  diferença  entre  o  sexo 
feminino  e  o  masculino  é  negativa,  à  direita  os  resultados  sao 

opostos.  ' 

Para   o   índice   infra-espinhoso   obtivemos    os    resultados   se- 
guintes. 
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XXIX  —  índice  infra-espinhoBO  na  série  portuguesa 


Médias : 

Identificados  .   .   .   . 

Pares 

Todos    ..... 

Máximo 

Mínimo 

Diferença  da  média  Ç 
para  ^ : 
Identificados  .  .   . 

Pares 

Todos   


Á  direita  a  diferença  entre  os  dois  sexos  está  plenamente  de 
acordo  com  o  observado  por  Livon  e  Hrdlicka  nos  brancos;  h 
esquerda,  porém,  os  resultados  obtidos  estão  em  oposição  com 
os  dos  autores  referidos. 

No  sexo  feminino  o  índice  infra-espinhoso  é  menor  à  esquerda 
do  que  à  direita.  No  sexo  masculino  o  resultado  não  é  o  mesmo. 

índice  expino  acromial.  —  E  dos  mais  importantes  caracteres 
sexuais  da  cintura  escapular.  Infelizmente  não  conhecemos  tra- 
balho algum  contendo  elementos  a  seu  respeito  com  os  quais 
seja  possível  e  interessante  comparar  os  nossos. 

XXX  —  índice  espino-ácromial  na  série  portuguesa 


Médias: 

Identificados.  «    . 

Pares 

Todos 

Máximo    .    .    .    •    . 

Mínimo 

Dosvio  padrão.  . 
Desvio  provável  . 

Diferença  da  mé 
dia  Ç  para  ^  : 

Desvio  padrão  da 
dilorença.  .    .    . 


Esquerda 


.      37,4 
.      37,5 
.37,10+0,43 
.      43.8  (?) 
.      31,1 
. .  -2,93+0,30 
.       1,97 


29,9 
32,8 
30,76+0,73 
39,4 
26,3 
3,33+0,33 
2,26 


(39;... 6,34 
»  ...0,72 
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A  sujKM-ioridade  tio  Índice  espino  acioiniul  mo  sexo  masculino 
em  relação  ao  feminino  é  estabelecida  dum  modo  bem  signifi- 
cativo. 

As  diferenças  da  esquerda  paia  a  direita  não  são  no  mesmo 
sentido  nos  dois  sexos,  mas  não  podem  considerarse  com  si- 
eniíicacão  estatística  : 

.  á  I        ? 

Diferença  da  média  escpicrda 

para  a  direita (39)  ...  -1.16     (18)  ...  0,99 

Desvio  padrão  da  diferença   .        »      ...       0,57        »      ...  0,88. 

Poderemos  interpretar  o  facto  do  índice  espino  acromial  ser 
maior  no  homem  do  que  na  mulher,  pela  maior  actividade  fun- 
cional no  homem,  traduzindo-se  por  um  desenvolvimento  do 
aciomion  em  largura?  Talvez,  mas  nesse  caso  era  natural  que  a 
actividade  funcional  se  traduzisse  também  em  diferenças  de  desen- 
volvimento da  direita  para  a  esquerda. 

Índice  íla  cavidade  glenoidea. —-Tiwnhèm  é  um  importante  ca- 
racter sexual,  segundo  deduzimos  das  nossas  observações. 

XXXI  —  índice  da  cavidade  glenoidea  na  série  portuguesa 


Direita 

Esquerda 

s 

? 

s 

? 

Médias : 

Identificados  .  .  . 

Pares  ....... 

Todos  

Máximo 

Mínimo 

De.svio  padrSo  .  . 
Desvio  provável  . 

(11)...      71,8 
llO)...      71,4 
(22)...  70,83+0,74 
»    ...      82,9 
.....      61,4 
.....  3,16+0,.32 
.....      3,48 

(7)...       66,7 
(6)...      66.7 
(11)... 03,48+0,77 
.....      71,6 
«...      60,0 
.....  3,79+0,33 
»    ...       2,56 

(11)...      73,3 
(10) . . .      72,7 
(23).   .70,94+1),65 
.....      81,6 
n    ...      61,7 
.....  4,79+0,46 
«...       3,23 

(7)  . . .      62,8 
(6)  . . .       62,5 
.12)...  01, 29+0,92 
«...       73,0 
«...      31,3  (?) 
.....  4,74+0,63 
»    ...       3,20 

Diferença  da  mé- 
dia Ç  para  a$: 

Desvio  padrflo  da 
dilerença  .  .  .  . 

(.33)...  3,33 
..   ...0,76 

(37). 

.6,63 
.0,77 

Verifica-se  dum  modo  nítido  que  a  cavidade  glenoidea  é  re- 
lativamente mais  larga  no  sexo  masculino  do  que  no  feminino, 
o  que,  como  a  diferença  do  índice  espino  acromial  traduzirá 
também  possivelmente  uma  diferença  tle  actividade  funcional 
do  braço  nos  dois  sexos. 
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As  (lilcroiua.s  chim   lado  ])ara  o  outro,   estudadas  cm  todos 
os  exemplares,  não  são  estalisticamenle  significativas: 


Dilerenca  da  esquerda  ])aia 

a  direita (4").  .-0,11 

Desvio  pailião  da  diferença     »     .  ,      0,65 


(23)...  i,iy 
»    ...  o,8(; 


Mas,  se  no  conjunto  dos  exemplares  se  não  constatam  dife-" 
reneas  si|,^niíicativas  dum  lado  para  o  outro,  nos  omoplatas  dos 
escpjeletos  em  que  os  exemplares  de  ambos  os  lados  loram  es- 
tudados, vei'iíica-se  que  a  média  do  lado  direito  excede  muito 
a  esquerda  no  sexo  feminino,  mas  é  um  pouco  excedida  pela 
esquerda  no  sexo  masculino.  E  para  notar  que  em  outras  me- 
didas do  omoplata  noláuíos  esta  diversidade  de  sentido  entre 
as  diferenças  dum  lado  para  o  outro  nos  dois  sexos.  O  lado 
esquerdo,  no  conjunto  dos  exemplares,  tem  no  sexo  masculino 
maior  índice  infra  espinhoso,  maior  índice  espino  acromial,  maior 
índice  da  cavidade  glenoidea  e  menor  índice  supra-espinhoso, 
o  que  significa  maiores  dimensões  relativas  do  omoplata  no  sen- 
tido da  largura,  da  largura  do  acroniion,  da  largura  da  cavi- 
dade glenoidea,  etc.  Dá-se  o  contrário  no  sCxo  feminino. 

Esta  asimetria  no  sexo  «nasculino  coloca  em  dificuldades  os 
que  pretendem  interpretar  a  asimetria  dos  nuMnbros  como  a 
expressão  anatómica  da  diferença  de  actividade  e  exercício  fun- 
cional dum  lado  para  o  outro. 

Jugulo  escápulo-espiíial. — Não  são  nítidos  os  resuhados  a 
que  o  estudo  deste  ângulo  nos  conduz. 

XXXII  —  Angulo  escápulo-espinal  na  sério  portuguesa 


Direita 

? 

Esquerda 

s 

$ 

? 

Médias  ; 

Identificados  ■   ■   . 

(7). 

.      87»,6 

(7|.. 

86»,9 

(5)  •  • 

85",0 

(5).- 

85",4 

Pares 

14). 

.       87»,8 

(4)  •  • 

8,5», 8 

(4)  . . 

87",3 

(4).. 

8;í»,k 

Todos 

(!«)■ 

.S")'>,:í9±0,-H 

(M)..8( 

>,''á7+0,97 

(19).. 

S,j»,3G+0,80 

(i0)..8- 

■",'2()+(l,92 

Máximo 

«    . 

940 

1)    .. 

94» 

»    .. 

96" 

»    .. 

93» 

Mínimo 

"    • 

8(1" 

II    . . 

80" 

,.    .. 

7.^,» 

n     .. 

79» 

Diferença  da  mé- 

dia f  para  a  5': 

(29)...— 0,SS 

(á9)...-1,K4 

Desvio  padrão  da 

diferença  .  .  .  . 

«  ...     0,S3 

«...     0,87 
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No  conjiinclo  dos  exemplares  o  ângulo  escápiílo-espinal  é 
maior  no  se.\o  leniinino  do  (juc  no  masculino,  mas  a  diferença 
acbada  não  lem  unia  completa  significação  estalística. 

O  ângulo  escapulo  espinal,  segundo  TurnerC),  é  maior  no 
homem  tio  que  nos  antropoides,  e  nos  europeus  do  (jue  nos 
australianos  : 

Cliimpan/.é  (4  casos) 50°, 5 

Orangotango  (2) 66°, 5 

Australianos  (II) ^8^2 

Europeus  (-25) 82", 5. 

O  ângulo  escápulo-espinal  de  Turner  é,  porém,  determinado 
dum  modo  diferente  do  que  adoptámos:  é  o  ângulo  súpcio- 
-externo  formado  pela  intersecção  da  linha  da  espinha  esca pular 
com  o  hòrdo  vertebral  do  osso.  Mas  se  os  valores  absolutos 
deste  ângulo  não  são  comparáveis  aos  nossos,  as  diferenças  re- 
lativas são  susceptíveis  de  confronto.  De  resto  a  mais  profunda 
diversidade  de  técnica  consiste  somente  em  se  adoptar,  em  vez 
da  linha  unindo  os  vértices  dos  ângulos  superior  e  inferior  do 
omoj)laia,  a  linha  do  bordo  vertebral. 

Ora  a  superioridade  da  média  geral  feminina  que  determi- 
námos na  série  portuguesa  sobre  a  média  geral  masculina  da 
mesma  série,  iradu/.iria  assim  também,  sob  o  ponto  de  vista 
antropozoológico,  uma  condição  de  superioridade. 


Conclusões 

Do  estudo  da  cintura  escapular  na  série  portuguesa  extraímos 
as  seguintes  conclusões  principais: 

1." — As  clavículas  portuguesas  contemporâneas  são  mais 
com|)ridas  do  que  as  dos  «kjekenmedingcr))  de  Mugem,  e  mais 
curtas  do  que  as  de  iiigleses  contemporâneos  e  de  índios  ame- 
ricanos de  Munsee,  respectivamente  estudados  por  Parsons  e 
Hrdlicka. 

2.°  —  De  todas  as  medidas  da  clavícula  as  menos  variáveis 
em  ambos  os  sexos  são  o  comprimento  máximo  e  a  corda  do 
arco  clavicular,  e  só  no  masculino  o  perímetro  e  o  diâmetro 
vertical  da  diáfise.  As  mais  variáveis  são  nos  dois  sexos  a  flecha 


(*)  Duckworth,  oj).  cit.,  pág.  311, 
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(lo  arco  tlaviíMilar  c,  no  fcininino  apçnas,  os  diAmclros  da  diá- 
fisc. 

3."  —  As  diíciXMioas  sexuais  conslaladas  nas  medidas  abso- 
lutas da  clavícula  sào  Iodas  significalivas,  sobretudo  no  conipri- 
mcnlo  máximo,  no  pcrímciro  da  diáfise  e  na  corda  do  arco 
clavicular. 

■i."  — Como  Parsons  constatou  para  as  clavículas  de  ingleses 
niodernos,  c  contra  o  que  Teslut  afiruja,  nós  verificámos  na 
série  portuguesa  (pie  a  clavícula  estpierda  é  em  m(^dia  um  pouco 
mais  comprida  do  cjue  a  direita.  Nas  outras  medidas  dá  se  uma 
diferença  no  mesmo  sentido,  sendo  essa  diferença  no  sexo  lemi- 
nino  mais  acentuada  no  comprimento  máximo,  diâmetro  sagital 
da  diálise,  corda  e  (Iccba  do  arco  clavicular.  Mas  de  todas  essas 
diferen('as  nenhumas  teem  significação  estatística  averiguada,  a 
não  ser  o  comprimento  máximo  no  sexo  masculino. 

5."  —  O  índice  total  da  clavícula  é  mais  elevado  no  sexo  mas- 
culino do  que  no  feminino,  sendo  a  diferença  bem  significativa. 
E  se  este  índice  está  ligado  ii  robustez  do  osso,  sendo  esta 
tanto  maior  quanto  mais  altos  são  os  seus  valores,  podemos 
talvez  admiti!"  uma  ligeira  superioridade  de  robustez  do  lado 
direito  sobre  o  esquerdo,  a  despeito  das  njaiores  dimensões 
absolutas  deste. 

6."  —  O  índice  da  diáfise  é  dos  caracteres  m(ílricos  mais  va- 
riáveis na  clavícula,  sobretudo  no  sexo  feminino,  e  excede  no 
sexo  masculino  a  média  feminina,  sobretudo  ii  esquerda,  em 
fjue  a  diferença  é  significativa.  Não  apresenta  diferenças  signifi- 
cativas dum  lado  para  o  outro  em  cada  indivíduo. 

7.°  —  O  índice  da  curvatura,  um  dos  caracteres  menos  variá- 
veis na  clavícula,  acusa  uma  curvatura  ligeiramente  maior  no 
homem  do  que  na  mulher,  resultado  (|ue  concorda  com  os  de 
Testut  e  Parsons,  Da  esquerda  para  a  direita  não  há,  porém, 
diferenças  significativas  na  nossa  série,  embora  nas  clavículas 
inglesas  Parsons  registe  uma  curvatura  um  pouco  maior  à  di- 
reita. 

8."  —  O  índice  clávio-umeral  é  na  série  portuguesa  mais  ele- 
vado em  média  do  (jue  o  que  Broca  e  Pasteau  indicam  para  os 
brancos  em  geral.  Avisinha-se  talvez  mais  da  média  dos  negros 
e  dos  índios  de  iMunsee,  mas  não  só  estes  valores  diferem  pouco 
do  dos  bi'ancos,  como  tal  índice  parece  ser  um  elemento  sem 
nítida  importância  distintiva  para  separar  os  brancos  dos 
negros.  ()  índice  clávio-umeral  nos  esípieletos  dos  «kjekenme- 
dinger»  não  difere  sensivelmente  do  dos  portugueses  contem- 
poi'âneos 

9." — í)  índice  clávio  umeral   apresenta  nos  portugueses  uma 
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pequena  superioridade  no  sexo  masculino  em  relacào  ao  Icnii- 
nino,  mas  a  diferença  achada  não  tem  significação  estatística, 
tanto  mais  que  concordando  com  os  dados  d  llrdlicka  em  ín- 
dios de  Mur»see,  está  em  oposição  aos  de  P;istc;ui  ])ara  os  brancos 
e  negros.  Da  esquerda  para  a  direita,  as  dilerencas  na  nossa 
série  são  a  favor  da  primeira,  embora  não  sejam  imiilo  signifi- 
cativas; esse  facto  concorda  com  o  maior  comprimento  da  cla- 
vícula esquerda. 

10, °  —  No  sexo  masculino,  o  omoplata  português  é  mais  vezes 
quadrangular  do  que  triangular  ou  pentagonal,  mas  no  feminino 
é  mais  ve/es  triangular.  A  forma  de  bordos  còn<:avos  é  a  menos 
frequente  nos  dois  sexos. 

1  1.°  —  No  sexo  masculino,  o  bordo  superior  do  omoplata  dos 
portugueses  é  de  preferência  moderadamente  inclinado  ou  quási 
horisontal  em  relação  à  vertical  erguida  da  base  ou  apófise  co- 
racoide.  No  sexo  feminino  dá-sc  o  mesmo  à  direita  ;  mas  à  es- 
querda a  horizontalidade  ou  quási  horizontalidade  é  muito  mais 
frequente. 

12." — Os  portugueses  apresentam  em  geral  a  chanfradura 
coracoidea  menos  profunda  do  que  os  brancos  da  América  e  do 
que  os  índios  americanos  de  Munsee.  Também  neles  é  mais  raro 
do  que  nestes,  o  buraco  coracoideo.  Na  série  portuguesa  pa- 
rece, àlèni  disso,  haver  no  sexo  masculino  uma  maior  ten- 
dência ao  aprofundamento  da  chanfradura  do  que  no  feminino, 
éni  que  são  mais  frcqucnies  os  ca.sos  de  ausência  de  chanfra- 
dura. E  o  mesmo  cjue  se  dá  nas  séries  americanas  aludidas. 
Ainda  na  nossa  séiie  verificámos  que  parece  haver  h  esquerda 
uma  maior  frequência  de  chanfraduras  profundas  do  que  à 
direita,  em  que  é  maior  a  propoição  de  casos  de  ausência  de 
chanfradura. 

13.° — As  diferenças  sexuais  nas  medidas  absolutas  do  omo- 
plata são  mais  acentuadas  nas  medidas  de  altura  do  osso,  na 
largura  do  acromion,  no  comprimento  espino  acromial  e  na  lar- 
gura da  cavidade  glenoidea.  A  vai"iabilidade  de  algumas  dessas 
medidas  é  muito  grande.  As  diferenças  da  esquerda  para  a  di- 
reita são  especialmente  acentuadas  no  comprimento  espino- 
-acromial,  e  ainda  na  largura  do  acromion,  que  seriam,  tanto 
aquele  como  esta,  maiores  à  esquerda, 

14.°  —  O  índice  escapular,  importante  elemento  antropoló- 
gico', aproxima-se,  nos  portugueses,  das  médias  dadas  por  IJvon 
para  os  brancos,  tendo,  como  nesta  série,  a  mulher  o  omoplata 
■nais  largo  e  curto  do  (pie  o  homem.  As  diferenças  dum  lado 
para  o  outro  não  concordam,  poiêm,  com  as  constatadas  por 
I^ivíin  :  não  são  si'Mii(icalivas. 


11)0 


15." — O  índice  inlra-cspiíilioso  é  niíiior  na  inullier  tio  (juc 
no  honioni,  ;j  diíeila;  ;i  csfjucida  dá-so  o  contrário.  O  primeiro 
destes  resultados  extraídos  do  estudo  da  nossa  série  é  concorde 
com  os  de  Livon  c  llrdlicka  nos  brancos.  O  segundo,  não. 

1G.«  —  O  índice  esj)ino-acroinial  e  o  índice  da  cavidade  gle- 
noidea  são  os  mais  iin|)oitanles  caracteres  antropológicos  do 
omoplata,  sob  o  ponto  de  vista  sexual.  Ambos  são  muito  maiores 
no  bomem  do  que  na  mulber.  No  homem,  o  acromion  é  niais 
largo  e  a  cavidade  glenoidea  mais  arredondada  do  que  na  mu- 
lher. Se  o  piimeiro  lacto  é  uma  condição  de  robustez,  a  segunda 
será, também  a  demonstração  duma  mais  lata  actividade  fun- 
cional do  braço. 

17.0  —  Nalguns  caracteres  do  omoplata  notámos  uma  diver- 
sidade de  sentido  entre  as  diferenças  dum  lado  para  o  outro 
nos  dois  sexos.  O  lado  esquerdo,  no  conjunto  dos  exemplares, 
tem  no  sexo  masculino  maior  índice  infro-espinhoso.  menor 
índice  supra-espiídioso,  maior  índice  espino  acromial  e  maior 
índice  da  cavidade  glenoidea,  o  que  significa  maiores  dimensões 
i-elativas  do  omoplata  esquerdo  no  sentido  da  largura,  da  lar- 
gura do  acromion,  da  largura  da  cavidade  glenoidea,  etc.  Dá-se 
o  contrái'io  no  sexo  feminino. 

18.°  —  O  ângulo  escapulo  espinal  é  maior  na  mulher  do  que 
no  homem,  na  série  portuguesa.  1'raduzirá  lai  vez  esse  facto  para 
o  sexo  feminino  uma  condição  de  superioridade  sob  o  ponto  de 
vista  antropozoológico. 

A.S  conclusões  relativas  ao  esterno  figuram  no  paiágrafo  que 
consaíírámos  a  este  osso. 


QUADRO  VIII 
Clavícula  direita 
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QUADRO  IX 
Clavícula  esquerda 
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